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Resumo
No problema clássico de Kepler, existe uma simetria dinâmica cuja carga conservada é um
vetor conhecido como vetor de Laplace-Runge-Lenz. Sua existência, em conjunto com as
simetrias usuais típicas de potenciais centrais, permite que se derive de maneira puramente
algébrica o espectro do átomo de hidrogênio na mecânica quântica não relativística. Além
disso, esta simetria é o que explica a degeneração dos níveis de energia. A combinação das
componentes do momento angular com as do vetor de Laplace-Runge- Lenz, faz com que
o grupo de simetria do átomo de hidrogênio seja não simplesmente SO(3), mas sim SO(4)
(no caso do espectro discreto) ou SO(3, 1) (no caso do espectro contínuo). Assim, o grupo
de Lorentz, SO(3, 1), aparece como simetria dinâmica em um problema não-relativístico,
fora do contexto da Relatividade Restrita.

Palavras-chaves: átomo de hidrogênio. simetria dinâmica. problema de Kepler.



Abstract
In the classical Kepler problem, there is a dynamic symmetry whose conserved charge is a
vector known as Laplace-Runge-Lenz vector. It’s existence, along with the usual symmetries
present in central potentials, allows one to derive in a purely algebraic way the spectrum
of the hydrogen atom in non-relativistic quantum mechanics. Furthermore, this symmetry
explains the degeneracy of the energy levels. The combination of the components of the
angular momentum vector with the Laplace- Runge-Lenz vector, makes the symmetry
group of the hydrogen atom not just SO(3), but SO(4) (in the case of discrete spectrum) or
SO(3, 1) (in the case of continuous spectrum). Thus, the Lorentz group, SO(3, 1), appears
as a dynamic symmetry in a non-relativistic problem, outside the context of relativity.

Key-words: hydrogen atom. dynamic symmetry. Kepler problem.
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Introdução

Uma Lei de Conservação estabelece que determinada propriedade mensurável –
energia, momento angular, carga elétrica, bariônica, etc – cuja origem está nas simetrias
das diferentes formas de interações fundamentais da matéria e do espaço-tempo. Tais leis
fazem parte de um conjunto de princípios básicos que as teorias físicas devem obedecer
e, matematicamente, as transformações que dão origem às simetrias são elementos de
um grupo. Por este motivo, nos últimos 100 anos, os métodos da teoria de grupos e
suas correspondentes álgebras se firmaram como uma das principais ferramentas da física
teórica.

O exemplo mais característico de como um grupo descreve o espaço-tempo reside
na simples ideia de que as leis da Natureza devem ser as mesmas para uma certa classe
de observadores, resultando nos Princípios de Relatividade. Na Relatividade Restrita, as
Equações de Maxwell são invariantes sob a ação do Grupo de Poincaré, R4 o SO(3, 1),
estabelecendo a equivalência entre observadores inerciais relacionados pelas conhecidas
Transformações de Lorentz (e de Poincaré), que fornecem a base da geometria do espaço-
tempo de Minkowski.

Já na descrição quântica dos campos relativísticos que formam a matéria, existem
simetrias chamadas simetrias internas. Ao contrário das transformações de Lorentz, estas
não representam transformações do espaço-tempo, mas relacionam as próprias partículas
entre si. Um exemplo importante é a aplicação de representações de certos grupos unitários,
SU(3)⊗SU(2)⊗U(1), na classificação das partículas elementares envolvidas nas interações
forte e eletrofraca.

De um modo geral, os métodos algébricos da teoria de grupos possuem um papel
importante na descrição das simetrias de um sistema físico com uma dada Hamiltoniana, e
das correspondentes leis de conservação de certas grandezas, conhecidas como cargas. Isto
se manifesta já na mecânica clássica, e se faz particularmente importante na mecânica
quântica, onde apenas os operadores correspondentes às cargas conservadas são passíveis
de serem medidos simultaneamente à energia.

É o caso do momento angular de uma partícula em um potencial central, o exemplo
mais importante da ligação entre um grupo de simetria – neste caso, o grupo das rotações,
SO(3) – é uma grandeza dinâmica observável na mecânica quântica não-relativística. As
componentes do vetor momento angular são os geradores infinitesimais da álgebra de Lie
do grupo SO(3), e por isso se conservam. Mais ainda, os espectros discretos do módulo
do momento angular e de uma das suas componentes podem ser derivados diretamente a
partir destas suas propriedades algébricas.
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Além das simetrias de rotação, translação, etc., ligadas diretamente às simetrias
do espaço e do tempo, certos potenciais de interação podem apresentar outras simetrias
específicas, chamadas de simetrias dinâmicas. O exemplo mais famoso é o potencial de
Coulomb: existe uma simetria dinâmica cuja carga conservada é um vetor conhecido como
vetor de Laplace-Runge-Lenz, responsável, na mecânica clássica, pelo fato de existirem
órbitas fechadas no problema de Kepler. A combinação das componentes do momento
angular com as do vetor de Laplace-Runge-Lenz, no caso do átomo de hidrogênio faz com
que o seu grupo de simetria seja não simplesmente SO(3), mas sim SO(4) (no caso do
espectro discreto) ou SO(3, 1) (no caso do espectro contínuo). Desta forma o grupo de
Lorentz, SO(3, 1), aparece como simetria dinâmica em um problema não-relativístico, fora
do contexto da Relatividade Restrita. Isto é o que explica a degenerescência do espectro
de energia do átomo, e permite derivá-lo de maneira puramente algébrica.

Esta monografia é dedicada ao estudo de simetria em mecânica quântica não-
relativística, mais precisamente do uso dos métodos algébricos (representados pela teoria
dos grupos e álgebras de Lie) para construção dos espaços de Hilbert de certos sistemas
que apresentam simetrias dinâmicas.
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1 Conceitos Básicos de Mecânica Quântica

1.1 Mecânica Clássica
A estrutura básica da formulação Lagrangiana para um sistema físico é baseada

na utilização de n coordenadas generalizadas (q1, . . . , qn) na construção de uma função
L(qi, q̇i, t) denominada Lagrangiana que depende destas coordenadas, de suas derivadas e
possivelmente do tempo, e consiste num conjunto de n equações diferenciais de segunda
ordem no tempo,

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , n. (1.1)

A formulação Hamiltoniana é baseada na substituição destas n equações diferenciais
de segunda ordem no tempo por um conjunto de 2n equações diferenciais de primeira
ordem, através da substituição das velocidades q̇i pelos momentos canônicos conjugados,
definidos por:

pi = ∂L

∂q̇i
, (1.2)

e tais que q̇i = q̇i(q, p). 1

A Hamiltoniana é definida por

H(qi, pi, t) = piq̇i − L(qi, q̇i, t). (1.3)

Derivando ambos os lados da equação acima, obtemos as equações de Hamilton,

q̇i = ∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (1.4)

A Lagrangiana usual é L = T − V , sendo T a energia cinética e V a energia
potencial. Se T é uma função puramente quadrática das velocidades e V independe das
velocidades, então,

H = T + V = E, (1.5)

isto é, a Hamiltoniana é a energia total expressa como função das coordenadas e momentos.
(LEMOS, 2007)
1 Esta substituição é uma transformação de Legendre, e só é possível sob a condição de que

det
(

∂2L

∂q̇a∂q̇b

)
6= 0.



Capítulo 1. Conceitos Básicos de Mecânica Quântica 12

As quantidades (q, p) são denominadas variáveis canônicas e o espaço cartesi-
ano 2n-dimensional cujos pontos são representados por (q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) é
denominado espaço de fase.

Considere um funcional arbitrárioG(qi, pi, t). Calculando sua derivada e expressando-
a em termos das equações de Hamilton,

dG

dt
= ∂G

∂qi
q̇i + ∂G

∂pi
ṗi + ∂G

∂t

= ∂G

∂qi

∂H

∂pi
− ∂G

∂pi

∂H

∂qi
+ ∂G

∂t
. (1.6)

O parêntese de Poisson é uma aplicação que a quaisquer duas funções do espaço de fase A,
B associa uma terceira função, denotada por {A,B}, de acordo com a regra:

{A,B} ≡ ∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi
, (1.7)

em especial, os parênteses de Poisson fundamentais:

{qi, pj} = δij, {pi, pj} = 0, {qi, qj} = 0. (1.8)

Os parênteses de Poisson possuem as seguintes propriedades algébricas:

• Antissimetria: {A,B} = −{B,A}.

• Bilinearidade: {αA+ βB,C} = α{A,C}+ β{B,C}, α, β independem de (q, p).

• Identidade de Jacobi: {A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}} = 0.

• {AB,C} = A{B,C}+ {A,C}B; e {A,BC} = {A,B}C +B{A,C}.

A expressão (1.6) pode ser escrita em termos do parêntese de Poisson como:

dG

dt
= {G,H}+ ∂G

∂t
, (1.9)

se o funcional G independe explicitamente do tempo,

dG

dt
= {G,H}. (1.10)

As equações de Hamilton podem escrever-se em termos do parêntese de Poisson, como

q̇i = {qi, H}, ṗi = {pi, H}. (1.11)

E portanto, se G(qi, pi) é constante,

dG

dt
= 0⇔ {G,H} = 0, (1.12)

a conservação, no sentido matemático, é equivalente ao desaparecimento do parêntese de
Poisson.
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1.2 Princípios da Mecânica Quântica
Um estado quântico de uma partícula é definido, num dado instante, pela função

de onda ψ(r). De acordo com a interpretação probabilística da função de onda, a grandeza,

|ψ(r, t)|2d3r (1.13)

representa a probabilidade de encontrar num tempo t, a partícula num volume d3r sobre
um ponto r. A probabilidade de encontrar a partícula em qualquer lugar do espaço deve
ser igual a 1, portanto, ∫

d3r|ψ(r, t)|2 = 1. (1.14)

O conjunto das funções para as quais esta integral converge é chamado de funções quadrado-
integráveis. Esse conjunto tem a estrutura de um espaço de Hilbert e é chamado de L2.
Outras condições físicas sobre as funções de onda são certas propriedades de regularidade,
tais como ser definida em toda parte e contínua por partes, infinitamente diferenciável, e é
um subespaço de L2, chamado de F , satisfazendo todos os critérios de um espaço vetorial.
(COHEN-TANNOUDJII; DIU; LALOË, 1977)

Dado cada par de elementos de F , φ(r) e ψ(r), o produto escalar de ψ(r) por φ(r)
é definido por

(φ, ψ) =
∫
d3r φ∗(r)ψ(r). (1.15)

Se (φ, ψ) = 0, φ(r) e ψ(r) são ditos ortogonais.
√

(ψ, ψ) é denominado norma de ψ(r).

Um operador A, por definição, associa cada função φ(r) ∈ F a outra função φ′(r):

φ′(r) = Aφ(r). (1.16)

Sejam A e B dois operadores lineares. O produto AB é definido por

(AB)ψ(r) = A(Bψ(r)), (1.17)

B primeiro atua em ψ(r), que resulta em φ(r) = Bψ(r), assim A opera no novo funcional
φ(r). Em geral, AB 6= BA. Denomina-se comutador de A e B o operador [A,B] definido
por

[A,B] ≡ AB −BA. (1.18)

Considere um conjunto contável de funções de F . O conjunto {ui(r)}, i = 1, . . . , n,
é dito ortonormal se

(ui, uj) =
∫
d3r u∗i (r)uj(r) = δij, (1.19)
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e constitui uma base completa de funções se cada função ψ(r) ∈ F pode ser expandida
em termos de ui(r) como

ψ(r) =
∑
i

ciui(r). (1.20)

Uma formulação alternativa é descrever cada estado por um vetor | 〉, chamado de
ket, em um espaço vetorial Er. Cada estado |ψ〉 está associado a uma função quadrado-
integrável:

ψ(r) ∈ F ⇔ |ψ〉 ∈ Er. (1.21)

Com cada par de kets |φ〉 e |ψ〉, o produto escalar pode ser definido como (|φ〉 , |ψ〉)
e satisfaz a propriedade (1.15).

Um conjunto de funcionais lineares definidos nos kets |ψ〉 ∈ E constitui um espaço
vetorial denominado espaço dual de E e simbolizado por E ∗. Qualquer elemento do espaço-
E ∗ é chamado de bra e é representado pelo símbolo 〈 |, e o produto escalar escreve-se
como:

(|φ〉 , |ψ〉) = 〈φ|ψ〉 (1.22)

Um operador linear A associa com cada ket |ψ〉 ∈ E outro ket |ψ〉′ ∈ E :

|ψ〉′ = A |ψ〉 (1.23)

O produto AB de dois operadores lineares é definido por:

(AB) |ψ〉 = A(B |ψ〉), (1.24)

B primeiro atua em |ψ〉 para resultar no ket B |ψ〉, e depois A atua no ket B |ψ〉.

Sejam |φ〉 e |ψ〉 dois kets. Denomina-se elemento da matriz de A entre |φ〉 e |ψ〉, o
produto escalar

〈φ|(A|ψ〉). (1.25)

A ação de um operador linear num bra pode ser escrita como:

(〈φ|A)|ψ〉 = 〈φ|(A|ψ〉). (1.26)

Um operador A é dito Hermitiano se é igual ao seu adjunto, isto é, se A = A†, e
satisfaz para todo |φ〉 e |ψ〉 a relação

〈ψ|(A|φ〉) = [〈φ|(A|ψ〉)]∗ = 〈(ψ|A†)|φ〉 . (1.27)
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Um conjunto de kets, discretos {|ui〉} ou contínuos {|Wα〉} é ortonormal se satisfa-
zem a condição de ortonormalização:

〈ui|uj〉 = δij ou 〈Wα|Wα′〉 = δ(α− α′), (1.28)

e constituem uma base, se cada ket |ψ〉 pertencendo a E tem uma única expansão em |ui〉
ou |Wα〉,

|ψ〉 =
∑
i

ci |ui〉 ou |ψ〉 =
∫
dα c(α) |Wα〉 . (1.29)

|ψ〉 possui um autovetor de um operador linear A se:

A |ψ〉 = λ |ψ〉 , λ ∈ C. (1.30)

Essa equação possui solução apenas quando λ toma certos valores, denominados autovalores
de A. O conjunto de autovalores é denominado espectro de A. O autovalor λ é dito não-
degenerado quando seu autovetor correspondente é único. Se existem ao menos dois kets
independentes autovetores de A com mesmo autovalor, é dito degenerado.

Os operadores Hermitianos possuem autovalores reais e autovetores ortogonais. Um
operador Hermitiano A é um observável se seus vetores formam uma base no espaço dos
estados. (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2010)

Se dois observáveis físicos comutam, uma base ortogonal do espaço dos estados
pode ser construída com autovetores comuns a ambos. Um conjunto de observáveis que
comutam podem então ser diagonalizados na mesma base, e medidos simultaneamente. Se
estes observáveis são suficientes para descrever completamente o sistema, diz-se que os
operadores formam um conjunto completo de observáveis que comutam.

1.3 Representações da Mecânica Quântica

1.3.1 Propriedades dos operadores unitários

Um operador T é unitário se sua inversa T−1 é igual ao seu adjunto T †:

TT † = T †T = 1. (1.31)

Considere dois vetores arbitrários |ψ〉 e |φ〉 de E , e suas transformadas |ψ′〉 e |φ′〉:

|ψ′〉 = T |ψ〉 , |φ′〉 = T |φ〉 . (1.32)

Calculando o produto escalar 〈ψ′|φ′〉, obtemos

〈ψ′|φ′〉 = 〈ψ|T †T |φ〉 = 〈ψ|φ〉 . (1.33)
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Uma transformação unitária associada com o operador T conserva o produto escalar.

Seja {|vi〉} uma base ortonormal discreta do espaço dos estados E . Seja {|v′i〉} a
transformada do vetor {|vi〉} sob a ação do operador T :

|v′i〉 = T |vi〉 , (1.34)

assim,

〈v′i|v′j〉 = 〈vi|vj〉 = δij, (1.35)

portanto, os vetores |v′i〉 são ortonormais. Considere um vetor abstrato |ψ〉 de E . Desde
que o conjunto {|vi〉} constitua uma base, o vetor T † |ψ〉 pode ser expandido em |vi〉:

T † |ψ〉 =
∑
i

ci |vi〉 , (1.36)

aplicado T nessa equação,

TT † |ψ〉 =
∑
i

ciT |vi〉 , (1.37)

assim,

|ψ〉 =
∑
i

ci |v′i〉 . (1.38)

Qualquer vetor |ψ〉 pode ser expandido nos vetores |v′i〉. Para que o operador T seja
unitário, os vetores de uma base ortonormal de E , transformados por T , constituem outra
base ortonormal.

1.3.2 Transformações unitárias dos operadores

A transformada A′ do operador A é o operador cujos elementos de matriz na base
{|v′i〉} são iguais aos elementos de matriz do operador A na base {|vi〉}:

〈v′i|A′|v′j〉 = 〈vi|A|vj〉 . (1.39)

Substituindo (1.34) na equação acima,

〈vi|T †A′T |vj〉 = 〈vi|A|vj〉 . (1.40)

Assim, para i e j arbitrários,

T †A′T = A⇔ A′ = TAT † (1.41)
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1.3.3 Representações de Schrödinger e de Heisenberg

Na representação de Schrödinger os operadores que correspondem aos observáveis
físicos do sistema são independentes do tempo. A evolução do sistema é inteiramente
contida no estado vetorial |ψS(t)〉, e é obtida a partir da equação

ı~
∂

∂t
|ψS(t)〉 = HS |ψS(t)〉 , (1.42)

sendo HS o operador Hamiltoniano do sistema, com o estado inicial

|ψS(t = 0)〉 = |ψS(0)〉 (1.43)

determinando a dinâmica do sistema. A evolução do estado vetorial pode ser descrita como
um mapeamento do estado inicial pelo operador evolução temporal:

|ψS(t)〉 = U(t) |ψS(0)〉 , (1.44)

que obedece a equação:

ı~
∂

∂t
U(t) = HSU(t). (1.45)

Integrando a expressão acima, o operador evolução temporal toma a forma

U(t) = exp
(
− ıHSt

~

)
, (1.46)

quando HS não depende do tempo. Este operador é unitário, devido ao fato que o operador
Hamiltoniano é Hermitiano, e garante a condição inicial (1.44), i.e.

U(t = 0) = 1. (1.47)

O valor esperado de um operador arbitrário A nessa representação é dado por

A = 〈ψS(t)|AS|ψS(t)〉 = 〈ψS(0)|U †(t)ASU(t)|ψS(0)〉 . (1.48)

Existe uma formulação alternativa à representação de Schrödinger, conhecida como
representação de Heisenberg, em que os operadores evoluem no tempo, mas os vetores
não. Através da transformação associada com o operador U † na equação (1.43), obtemos o
estado transformado |ψH〉:

|ψH〉 = U †(t) |ψS(t)〉 = |ψS(0)〉 , (1.49)

na representação de Heisenberg o estado é constante, e igual a |ψS(t)〉 no tempo t = 0.
Assim, os operadores evoluem no tempo de acordo com

AH(t) = U †(t)ASU(t). (1.50)
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A partir da definição acima, a equação do movimento para operadores dependentes do
tempo na representação de Heisenberg é

ı~
d

dt
AH(t) = [AH(t), HH(t)], (1.51)

com HH = U †HSU . A equação acima é conhecida como equação de Heisenberg.

A equação de Heisenberg possui uma ligação com as equações de Hamilton da
mecânica clássica. O comutador [u1u2, v1v2] pode ser calculado em duas diferentes formas:

[u1u2, v1v2] = [u1, v1v2]u2 + u1[u2, v1v2]

= [u1, v1]v2u2 + v1[u1, v2]u2 + u1[u2, v1]v2 + u1v1[u2, v2], (1.52)

e

[u1u2, v1v2] = [u1u2, v1]v2 + v1[u1u2, v2]

= [u1, v1]u2v2 + u1[u2, v1]v2 + v1[u1, v2]u2 + v1u1[u2, v2]. (1.53)

Igualando (1.52) e (1.53), obtemos

[u1, v1](u2v2 − v2u2) = (u1v1 − v1u1)[u2, v2] (1.54)

Desde que essa relação mantenha u1 e v1 independentes de u2 e v2, segue-se que

u1v1 − v1u1 = ı~[u1, v1], (1.55)

u2v2 − v2u2 = ı~[u2, v2]. (1.56)

O comutador, ou parêntese de Poisson quântico, [u, v] de quaisquer duas variáveis u e v é
definido por

uv − vu = ı~[u, v]. (1.57)

Nesse procedimento, desenvolvido por Dirac, pode-se quantizar um sistema clássico substi-
tuindo as variáveis dinâmicas por operadores Hermitianos e substituindo os parênteses
de Poisson do espaço de fase por comutadores. Com isso, a equação de evolução (1.10)
transforma-se na equação de Heisenberg. Além disso, os parênteses de Poisson canônicos
(1.8) transformam-se nas relações de comutação fundamentais de Heisenberg:

[qi, pj] = ı~δij, [pi, pj] = 0, [qi, qj] = 0. (1.58)

As equações acima fornecem a base para a analogia entre a mecânica quântica e a
mecânica clássica. O resultado clássico é obtido no limite ~→ 0, assim a mecânica clássica
pode ser considerada como o caso limite da mecânica quântica quando ~ vai a zero. Na
mecânica clássica, cada par de coordenada generalizada e seu momento conjugado, qi e
pi, correspondem a um diferente grau de liberdade do sistema. Já na mecânica quântica,
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todas as variáveis dinâmicas correspondendo à diferentes graus de liberdade comutam.
Apenas as variáveis correspondendo ao mesmo grau de liberdade podem deixar de comutar.
(DIRAC, 1981)

Vale lembrar que nem todos os sistemas quânticos possuem um correspondente
clássico como é o caso, por exemplo, da descrição do spin de partículas.
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2 Grupos, Álgebras e Representações

2.1 Grupos e Álgebra de Lie

2.1.1 Definição de Grupo

Um grupo G pode ser definido como um conjunto G munido de um produto · que
satisfaz as seguintes quatro condições (HAMERMESH, 1989):

1. Se a e b são dois quaisquer elementos de G, então o produto a · b também é um
elemento de G;

2. A multiplicação é associativa, (a · b) · c = a · (b · c);

3. Existe um elemento unitário e ∈ G tal que e · a = a · e = a, ∀ a ∈ G;

4. Existe uma inversa de cada elemento: o conjunto deve conter um elemento b = a−1

tal que a · a−1 = a−1 · a = e, ∀ a ∈ G.

2.1.2 Definição de Grupo de Lie

Um grupo de Lie G é um grupo parametrizado por n parâmetros contínuos. Se
representarmos G com matrizes g, um elemento g ∈ G pode ser escrito como a função
contínua:

g(θi), i = 1, . . . , n; θi ∈ R, (2.1)

e g|θi=0 = 1, sendo 1 o elemento unitário. Assim, para argumentos infinitesimais δθi,

g(δθk) = 1+ ıδθklk, com lk = −ı dg
dθk

(θk)
∣∣∣∣∣
θk=0

, (2.2)

onde definimos ~ = 1.
Uma transformação finita g(θi) pode ser composta de transformações infinitesimais suces-
sivas. Para N transformações com N →∞, seja δθi = θi/N , então

g = lim
N→∞

[
1 +

(
ıθi
N

)
li

]N
= exp (ıθili). (2.3)

Assim cada elemento g(θi) do grupo pode ser mapeado na forma exponencial g(θi) =
exp (ıθili), e as matrizes li são os geradores do grupo.

Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial V munido das propriedades usuais de soma
e produto por escalar, mais uma operação denominada produto de Lie, [f, g], f, g ∈ V ,
que obedece às propriedades:
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1. Antissemtria: [f, g] = −[g, f ].

2. Bilinearidade: [f, αg + βh] = α[f, g] + β[f, h]; α, β independem de V .

3. Identidade de Jacobi: [α, [β, γ]] + [γ, [α, β]] + [β, [γ, α]] = 0.

A álgebra de um grupo de Lie é a álgebra de seus geradores. Alguns exemplos de Álgebras
de Lie:

• R3, munido do produto vetorial: [V,W] = V×W.

• Funções sobre o espaço de fase na mecânica clássica, munidas do parênteses de
Poisson: [f, g] = {f, g}.

• Espaço vetorial de matrizes n× n munido do comutador: [A,B] = AB −BA.

2.2 O Grupo SO(n)
Uma matriz cuja transposta é igual a inversa, é dita ortogonal.

O conjunto de todas as matrizes ortogonais, munido da operação de multiplicação
usual entre matrizes forma um grupo, tendo as quatros condições satisfeitas:

1. O produto de quaisquer duas matrizes ortogonais é outra matriz ortogonal, pois

(R1R2)(R1R2)> = R1R2R
>
2 R
>
1 = 1. (2.4)

2. A multiplicação de matrizes é associativa

R1(R2R3) = (R1R2)R3, (2.5)

3. A matriz identidade 1, definida por

R1 = 1R = 1, (2.6)

é uma matriz ortogonal.

4. A matriz inversa R−1, definida por

RR−1 = R−1R = 1, (2.7)

é uma matriz ortogonal, uma vez que para matrizes ortogonais R> = R−1, ∀R.
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As rotações no espaço Euclidiano n-dimensional podem ser representadas pelo
grupo SO(n) formado pelas matrizes ortogonais n× n. Uma matriz de rotação A pode ser
expressa em termos de uma matriz Q n× n como:

A = exp (ıQ). (2.8)

Como exp (ıQ>) = A> = A−1 = exp (−ıQ),

Q = −Q>, (2.9)

a matriz Q é antissimétrica, e o número de parâmetros em uma matriz antissimétrica é
n(n− 1)/2. Assim, os n(n− 1)/2 parâmetros de SO(n) podem ser organizados como:

θij = −θji, (2.10)

e multiplicados por n(n− 1)/2 matrizes antissimétricas Mij:

A = exp
(
ı

2θijMij

)
. (2.11)

Note que ij não enumeram os elementos das matrizes M , mas sim as matrizes em si, cada
uma delas antissimétricas, i.e. (Mij)ab = −(Mij)ba, e também Mji = −Mij, por conta da
antissimetria de θij. As matrizes M podem ser normalizadas como

(Mij)ab = ı(δiaδjb − δibδja). (2.12)

O comutador dos geradores (2.12) pode ser expresso como:

([Mij,Mkl])ab = (MijMkl −MklMij)ab = (Mij)ac(Mkl)cb − (Mkl)ac(Mij)cb
= (δiaδjc − δicδja)(δkcδlb − δkbδlc)− (δkaδlc − δkcδla)(δicδjb − δibδjc)

= δik(δlaδjb − δjaδbl) + δjl(δkaδib − δiaδkb) + δil(δjaδkb − δkaδjb)+

+ δjk(δiaδlb − δlaδib)

= ı(δik(Mlj)ab + δjl(Mki)ab + δil(Mjk)ab + δjk(Mil)ab)

= −ı(δikMjl + δjlMik − δilMjk − δjkMil)ab,

ou seja,
[Mij,Mkl] = −ı(δikMjl + δjlMik − δilMjk − δjkMil). (2.13)

2.2.1 Geradores do grupo SO(3)

Considere o grupo que mantém a quantidade x2 + y2 + z2 invariante no espaço
Euclidiano tridimensional, E3. Os vetores em E3 são matrizes coluna. Matricialmente, a
rotação do eixo xi, i = 1, 2, 3, em torno da origem, atuando em E3 pode ser representada
como:

R(θ1) =


1 0 0
0 cos θ1 sin θ1

0 − sin θ1 cos θ1

 , R(θ2) =


cos θ2 0 − sin θ2

0 1 0
sin θ2 0 cos θ2

 ,
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e R(θ3) =


cos θ3 sin θ3 0
− sin θ3 cos θ3 0

0 0 1

 . (2.14)

Usando a definição (2.2) nas matrizes acima, obtemos,

l1 =


0 0 0
0 0 −ı
0 ı 0

 , l2 =


0 0 ı

0 0 0
−ı 0 0

 , e l3 =


0 −ı 0
ı 0 0
0 0 0

 , (2.15)

três matrizes 3× 3 independentes, antissimétricas, e que formam uma base no espaço de
todas matrizes 3 × 3 antissimétricas. Ou seja, toda matriz antissimétrica Aab pode ser
escrita como:

Aab = αi(li)ab, αi ∈ C. (2.16)

A representação matricial dos geradores infinitesimais (2.15) pode ser expressa como:

(li)jk = −ıεijk, (2.17)

com εijk o tensor antissimétrico definido por

εijk =


+1, se ijk = 123, 312, 231.

−1, se ijk = 132, 213, 321.

0, se ijk = resto.

(2.18)

O comutador dos geradores (2.15) pode ser expresso como:

([li, lj])kl = (lilj)kl − (ljli)kl = (li)km(lj)ml − (lj)km(li)ml
= −εikmεjml + εjkmεiml = −εmikεmlj + εmjkεmli

= −δilδkj + δjlδki = −εmijεmlk = εijmεmlk

= (ıεijmlm)kl,

ou seja,
[li, lj] = ıεijmlm. (2.19)

A álgebra de Lie (2.19) corresponde à algebra so(3) e é localmente isomórfica à
algebra su(2), portanto so(3) ≈ su(2). Os elementos de SU(2) consistem de todas as
matrizes unitárias 2 × 2 com determinante 1. A estrutura de SU(2) é essencialmente a
mesma como a de SO(3) exceto que para cada rotação existem duas rotações em SU(2),
uma com sinal positivo e a outra com sinal negativo.
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2.2.2 Geradores do grupo SO(4)

O grupo SO(4) possui seis geradores que são definidos como

Li = 1
2εijkMjk, Ki = Mi4, (2.20)

com i, j, k = 1, 2, 3. A partir de (2.8) as matrizes acima são dadas explicitamente
por

L1 =


0 0 0 0
0 0 ı 0
0 −ı 0 0
0 0 0 0

 , L2 =


0 0 −ı 0
0 0 0 0
ı 0 0 0
0 0 0 0

 , e L3 =


0 ı 0 0
−ı 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (2.21)

K1 =


0 0 0 ı

0 0 0 0
0 0 0 0
−ı 0 0 0

 , K2 =


0 0 0 0
0 0 ı 0
0 −ı 0 0
0 0 0 0

 , e K3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ı

0 0 −ı 0

 . (2.22)

Usando as relações de comutação (2.13) para as matrizes Mab, a relação de comu-
tação dos geradores L e K é dada por

[Li, Lj] = ıεijkLk [Li, Kj] = ıεijkKk [Ki, Kj] = ıεijkLk, (2.23)

e os geradores K não formam um grupo. Definindo os seis parâmetros θij em (2.10),

m1 = θ23 m2 = θ31 m3 = θ12 k1 = θ14 k2 = θ24 k3 = θ34, (2.24)

e usando as equações (2.8), (2.10) e (2.24), a matriz A pode ser expressa em termos dos
geradores L e K, com m ≡ (m1,m2,m3) e k ≡ (k1, k2, k3),

A(m,k) = exp (ımiLi + ıkiKi). (2.25)

Para a construção das representações do grupo SO(4), combina-se os geradores L e K
como:

Fi = 1
2(Li +Ki) Gi = 1

2(Li −Ki), (2.26)

cujos parâmetros são definidos por,

fi = mi + ki gi = mi − ki (2.27)

e a matriz (2.25) pode ser representada em termos de Fi e Gi como:

A(f ,g) = exp (ıfiFi + ıgiGi), (2.28)
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satisfazendo as relações de comutação:

[Fi, Fj] = ıεijkFk [Gi, Gj] = ıεijkGk [Fi, Gj] = 0. (2.29)

Devido à ultima relação de comutação (2.29), a matriz (2.28) pode ser escrita como:

A(f ,g) = exp (ıfiFi) exp (ıgiGi). (2.30)

Note que as matrizes Fi e Gi formam, separadamente, a álgebra so(3), eq. (2.19). Isto
mostra que a álgebra do grupo SO(4) é isomórfica ao produto direto so(4) ≈ su(2)⊗ su(2).

2.2.3 Representação Unitária da Álgebra su(2)

Considere os geradores Li do grupo de rotação SO(3), que obedecem à álgebra
(2.19)

[Li, Lj] = ıεijkLi. (2.31)

Pode-se encarar Li como operadores sobre um espaço de Hilbert, cujos vetores (represen-
tando estados quânticos) denotamos por |j,m〉. Define-se um novo operador L2,

L2 = LxLx + LyLy + LzLz (2.32)

que comuta com cada Ln (n = 1, 2, 3).

[L2, Li] = 0. (2.33)

É fácil ver que para i = 3,

[LxLx + LyLy + LzLz, Lz] = Lx[Lx, Lz] + [Lx, Lz]Lx + Ly[Ly, Lz] + [Ly, Lz]Ly
= 0,

o mesmo vale para i = 1 e 2, e em forma mais compacta [L2, Li] = 0.

Autoestados simultâneos de L2 e de uma componente Li podem ser encontrados
– somente uma componente Li pode ser escolhida, uma vez que as componentes não
comutam entre si. A componente Lz foi escolhida. Sejam λ e m os autovalores de L2 e Lz
respectivamente,

L2 |λ,m〉 = λ |λ,m〉 (2.34)

Lz |λ,m〉 = m |λ,m〉 . (2.35)

É mais fácil trabalhar com os operadores não Hermitianos

L± = Lx ± ıLy, (2.36)

para determinar os valores para λ e m.
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Esses operadores satisfazem as relações de comutação

[L+, L−] = 2Lz (2.37)

[Lz, L±] = ±L± (2.38)

[L2, L±] = 0, (2.39)

e seu produto pode ser expresso como:

L±L∓ = (Lx ± ıLy)(Lx ∓ ıLy) = L2
x + L2

y ∓ ı(LxLy − LyLx)

L±L∓ = L2 − L2
z ± ıLz. (2.40)

Atuando Lz em (L± |λ,m〉),

Lz(L± |λ,m〉) = ([Lz, L±] + L±Lz) |λ,m〉

= (m± 1)(L± |λ,m〉); (2.41)

logo, L± muda o autovalor de Lz por uma unidade, entretanto, não muda o valor de L2,

L2(L± |λ,m〉) = L±(L2 |λ,m〉)

= λ(L± |λ,m〉). (2.42)

Suponha a aplicação de L+ sucessivamente n vezes sobre os autoestados simultâneos
de L2 e Lz. Assim é obtido um outro autoestado de L2 e Lz, com o autovalor de Lz
aumentado por n enquanto L2 possui o mesmo autovalor.

Como o valor esperado de L2 é 〈L2〉 = 〈L2
x〉+〈L2

y〉+〈L2
z〉, com 〈L2

x〉 = 〈λ,m|L2
x|λ,m〉 =

〈Lx(λ,m)|Lx(λ,m)〉 ≥ 0 (identicamente para Ly), então, λ = 〈L2
x〉+ 〈L2

y〉+m2 ≥ m2. Ou
seja,

λ ≥ m2. (2.43)

Como, m2 ≤ λ; logo |m| é limitado. Mas toda vez que se atua com L+, |m| aumenta.
Portanto tem que haver um autovalor mmax tal que

L+ |λ,mmax〉 = 0, (2.44)

e pela equação (2.40), obtém-se o autovalor máximo mmax de m,

(L2 − L2
z − Lz) |λ,mmax〉 = 0

λ−m2
max −mmax = 0

λ = mmax(mmax + 1). (2.45)
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Similarmente, têm-se o autovalor mmin quando

L− |λ,mmin〉 = 0, (2.46)

e conclui-se que

λ = mmin(mmin − 1). (2.47)

Comparando a equação (2.45) com a (2.47), a única solução possível é

mmax = −mmin. (2.48)

Aplicando L− sucessivamente n vezes sobre |λ,mmax〉,

mmax = mmin + n, (2.49)

e substituindo (2.48) em (2.49),

mmax = n

2 . (2.50)

Definindo mmax ≡ j,

j = n

2 , (2.51)

sendo j um número inteiro ou semi-inteiro.
O valor máximo do autovalor de Lz é j. A equação (2.45) implica que os autovalores de
L2 são dados por

λ = j(j + 1). (2.52)

Evidentemente os autovalores de Lz são m, sendo que m vai de −j a j em n passos inteiros.
Em termos de |j,m〉, os auto-estados simultâneos de L2 e Lz podem ser escritos como

L2 |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 , j = 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . (2.53)

e

Lz |j,m〉 = m |j,m〉 , |m| ≤ j. (2.54)

A representação de SO(3) equivale apenas aos valores inteiros de j. Os valores
semi-inteiros em (2.53) são devidos ao fato de que SU(2) é uma extensão central de SO(3).
(FRAMPTON; KEPHART; ROHM, 2009)
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2.3 O Grupo de Lorentz Restrito
Para dois referenciais em movimento relativo ao longo do eixo x1, a transformação

de Lorentz que os relaciona é:

x′0 = γ(x0 − βx1) = x0 cosh u− x1 sinh u (2.55)

x′1 = γ(x1 − βx0) = x1 cosh u− x0 sinh u (2.56)

x′2 = x2 (2.57)

x′3 = x3, (2.58)

onde γ = (1− β2)−1/2, β = v/c, tanh u = β, v é a velocidade relativa dos referenciais.

O grupo SO(3, 1) é chamado de grupo de Lorentz. As transformações de Lo-
rentz homogêneas são transformações lineares contínuas Λ sobre as coordenadas de um
quadrivetor,

xµ −→ x′µ = Λµ
νx

ν , (2.59)

preservando a norma,

(x0)2 − (xi)2 = (x′0)2 − (x′i)2 = xµgµνx
ν , (2.60)

onde gµν é a métrica de Minkowski, i = 1, 2, 3, para as três coordenadas espaciais, e
µ = 0, 1, 2, 3, para as coordenadas quadridimensionais do espaço-tempo.

A transformação de Lorentz homogênea mais geral é uma transformação linear

x′ν = Λν
µx

µ, (2.61)

os coeficientes da transformação Λν
µ são todos reais. A invariância requer que

x′µx′µ ⇒ (Λµ
ρx

ρ)(Λµ
σxσ) = Λµ

ρΛµ
σxρxσ = xµxµ ⇔ Λµ

ρΛµ
σ = ΛσµΛρµ = δσρ. (2.62)

Pode-se escrever a expressão acima na forma

Λµ
νgµρΛρ

σ = gνσ ⇔ Λ>gΛ = g, (2.63)

sendo det Λ = ±1, e a inversa de Λ é dada por (Λ−1)µν = Λν
µ. Uma transformação de

Lorentz com determinante +1 é dita própria, e é dita imprópria se o determinante é −1.

Tomando ν = σ = 0 em (2.63), obtêm-se

1 = g00 = Λµ
0gµρΛρ

0 = (Λ0
0)2 − (Λ1

0)2 − (Λ2
0)2 − (Λ3

0)2, (2.64)

ou seja,

(Λ0
0)2 = 1 + (Λ1

0)2 + (Λ2
0)2 + (Λ3

0)2, (2.65)
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e finalmente,

Λ0
0 ≥ +1, ou Λ0

0 ≤ −1. (2.66)

As transformações com Λ0
0 ≥ +1 são ditas ortócronas (preservam o sentido do tempo).

As transformações com Λ0
0 ≤ −1 são ditas não-ortócronas (invertem o sentido do tempo).

O conjunto das transformações próprias e ortócronas são chamadas de transformações de
Lorentz restritas, e forma um subgrupo chamado de grupo de Lorentz restrito. (LEMOS,
2007)

O grupo de Lorentz restrito é um grupo de seis parâmetros contínuos, sendo três
das rotações no espaço-tempo em torno dos eixos xi, descritos em (2.15), e escritos como

L1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −ı
0 0 ı 0

 , L2 =


0 0 0 0
0 0 0 ı

0 0 0 0
0 −ı 0 0

 , e L3 =


0 0 0 0
0 0 −ı 0
0 ı 0 0
0 0 0 0

 , (2.67)

e os outros três devido às transformações de referenciais inerciais, denominados boosts, ao
longo dos eixos xi. As matrizes para os boosts de Lorentz são dadas explicitamente por

K1 =


0 −ı 0 0
−ı 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , K2 =


0 0 −ı 0
0 0 0 0
−ı 0 0 0
0 0 0 0

 , e K3 =


0 0 0 −ı
0 0 0 0
0 0 0 0
−ı 0 0 0

 . (2.68)

Esses geradores satisfazem à seguinte álgebra

[Li, Lj] = ıεijkL
k, [Li, Kj] = ıεijkK

k, [Ki, Kj] = −ıεijkLk. (2.69)

Os boosts de Lorentz, juntos, não formam um grupo. Analogamente à representação (2.20),
os geradores L e K do grupo de Lorentz restrito são relacionados pela matriz Mµν como

Li = 1
2ε
ijkMjk, Ki = M0i, (2.70)

e as matrizes do grupo de Lorentz assumem a forma

Λ = exp (ıθµνMµν). (2.71)

Para a construção das representações do grupo SO(3, 1) complexa-se os geradores L e K
como

Ai = 1
2(Li + ıKi) Bi = 1

2(Li − ıKi), (2.72)

satisfazendo as relações de comutação

[Ai, Aj] = ıεijkA
k [Bi, Bj] = ıεijkB

k [Ai, Bj] = 0. (2.73)

Note que as matrizesAi eBi formam, separadamente, a álgebra so(3), eq. (2.19). Isto mostra
que a álgebra do grupo de Lorentz é isomórfica ao produto direto so(3, 1) ≈ su(2)⊗ su(2).
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3 Simetrias e Leis de Conservação

3.1 Introdução
Matematicamente, uma função f das coordenadas e velocidades generalizadas é

uma constante de movimento se

df

dt
(qi, q̇i, t) = 0. (3.1)

Frequentemente não conhecemos a solução exata das equações de movimento. Mas graças
às constantes de movimento, podemos obter informações importantes quanto à natureza
do problema estudado, sem a necessidade da resolução completa do problema dinâmico.

Seja qi uma coordenada cíclica da Lagrangiana. A equação (1.1) expressa em termos
do momento conjugado (1.2), reduz-se a

dpi
dt

= 0, (3.2)

isto é, o momento conjugado associado a uma coordenada cíclica é uma constante de
movimento. A alteração no valor de qi não modifica a Lagrangiana.

A ausência de uma certa coordenada pode ser interpretada como uma propriedade
de simetria. As leis físicas são invariantes sob operações de simetria. A existência de uma
relação entre as leis de conservação e a invariância dos sistemas físicos sob operações de
simetria na dinâmica Lagrangiana é estabelecida pelo teorema de Noether.

3.2 As simetrias geram cargas conservadas
Considere um sistema dinâmico descrito pelas equações de movimento obtidas a

partir da ação:
S =

∫ tf

ti
dtL(qi, q̇i, t). (3.3)

Suponha que S seja invariante sob um conjunto de transformações de variáveis
dinâmicas

q(t)→ q′(t) = f(q(t), q̇(t)), (3.4)

onde f(q(t), q̇(t)) é um funcional de q(t). Tais transformações são denominadas transfor-
mações de simetrias. Para uma transformação infinitesimal de simetria, a diferença

δq(t) = q′(t)− q(t), (3.5)
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é denominada variação de simetria, e possui a forma geral:

δq(t) = ε χ(q(t), q̇(t), t), (3.6)

sendo ε um parâmetro infinitesimal arbitrário.

A conexão entre invariância e quantidades conservadas na dinâmica Lagrangiana é
estabelecida pelo teorema de Noether, desenvolvido a seguir. Sejam Υ e Ωi duas funções
conhecidas de variáveis reais. Considere a transformação infinitesimal:

t −→ t′ = t+ εΥ(q(t), t) (3.7a)

qi(t) −→ q′i(t′) = qi(t) + εΩi(q(t), t). (3.7b)

A ação permanece invariante sob essa transformação, se

δS =
∫ tf

ti
L

(
q′i(t),

dq′i(t′)
dt′

, t′
)
dt′ −

∫ tf

ti
L

(
qi(t),

dqi(t)
dt

, t

)
dt = 0. (3.8)

Derivando (3.7a), temos

dt′

dt
= 1 + εΥ̇, dt

dt′
= 1− εΥ̇, (3.9)

e também, derivando (3.7b),

dq′i(t′)
dt′

= dt

dt′
dq′i(t′)
dt

= (1− εΥ̇)(q̇i + εΩ̇i) = q̇i + εΦi, (3.10)

onde Φi = Ω̇i − q̇iΥ̇. Assim, a invariância da ação,

δS =
∫ tf

ti
L(qi + εΩi, q̇i + εΦi, t+ εΥ)(1 + εΥ̇)dt−

∫ tf

ti
L(qi, q̇i, t)dt (3.11)

= ε
∫ tf

ti

(
∂L

∂qi
Ωi + ∂L

∂q̇i
Φi + ∂L

∂t
Υ + LΥ̇

)
dt = 0, (3.12)

é condicionada por:

∂L

∂qi
Ωi + ∂L

∂q̇i
(Ω̇i − q̇iΥ̇) + ∂L

∂t
Υ + LΥ̇ = 0. (3.13)

Através da equação de Lagrange (1.1), a equação acima pode ser reescrita na forma

d

dt

(
∂L

∂q̇i
(Ωi − q̇iΥ) + LΥ

)
= 0. (3.14)

O teorema de Noether enuncia que para um dado sistema mecânico com n graus de
liberdade, se a ação é invariante sob a transformação (3.7), então a carga

C = ∂L

∂q̇i
(Ωi − q̇iΥ) + LΥ, (3.15)

é constante do movimento. (LEMOS, 2007)
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3.2.1 Invariância sob translações temporais

Considere uma Lagrangiana que não depende explicitamente do tempo. As trans-
formações infinitesimais associadas são:

t′ = t− ε, ẋ(t′) = x(t). (3.16)

Sob essas transformações, as coordenadas transformam-se como:

δx(t) = x′(t)− x(t) = x(t′ + ε)− x(t)

= x(t′) + εẋ(t′) = εẋ(t). (3.17)

A variação de simetria da Lagrangiana assume a forma:

δL = L(x′(t), ẋ′(t))− L(x(t), ẋ(t))

= ∂L

∂x
δx(t) + ∂L

∂ẋ
δẋ(t). (3.18)

Inserindo (3.17) em (3.18), e usando (1.1),

δL = ε

(
∂L

∂ẋ
ẋ(t) + ∂L

∂ẋ
ẍ(t)

)
= ε

dL

dt
. (3.19)

A carga conservada para esta transformação torna-se:

Q = ∂L

∂ẋ
ẋ− L(x, ẋ), (3.20)

e reconhecemos a expressão (3.20) como a Hamiltoniana (1.3) do sistema.

3.2.2 Invariância sob translações espaciais

Sob uma translação espacial as coordenadas xi transformam-se como:

x′i = xi + εi, (3.21)

sendo εi um parâmetro infinitesimal. A partir de (3.6) as translações infinitesimais tomam
a forma:

δxi = εi, (3.22)

e, sob essas transformações, a Lagrangiana transforma-se como:

δL = L(x′i(t), ẋ′i(t), t)− L(xi(t), ẋi(t), t)

= ∂L

∂xi
δxi = ∂L

∂xi
εi = 0 (3.23)

A variação de simetria da Lagrangiana assume a forma

δL = d

dt

(
∂L

∂ẋi
δxi

)
= d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
εi. (3.24)

Comparando a expressão acima com (1.2) a carga conservada para cada componente xi,

pi = ∂L

∂ẋi
, (3.25)

é simplesmente o momento canônico conjugado.
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3.2.3 Invariância sob rotações

Sob rotações, as coordenadas xi transformam-se como:

x′i(t) = Rijxj(t), (3.26)

sendo Rij uma matriz ortogonal 3× 3. Para transformações infinitesimais,

Rij = δij − εijkθk, (3.27)

sendo θk um parâmetro infinitesimal, as rotações infinitesimais assumem a forma:

δxi = −θijxj, com θij ≡ εijkθk. (3.28)

A Lagrangiana transforma-se como:

δL = L(x′i(t), ẋ′i(t), t)− L(xi(t), ẋi(t), t)

= ∂L

∂xi
δxi + ∂L

∂ẋi
δẋi = d

dt

(
∂L

∂ẋi
δxi

)
(3.29)

= d

dt

(
εijk

∂L

∂ẋi
δxi

)
θj. (3.30)

Usando a definição do momento canônico (1.2), a equação (3.29) toma a forma:

d

dt
Li = d

dt
(εijkxjpk), (3.31)

e as cargas conservadas são as componentes do momento angular.

3.3 As cargas conservadas geram simetrias
As cargas conservadas H, Li, pk podem ser usadas para gerar as transformações

de simetria, das quais foram derivadas.

Para uma Hamiltoniana da forma:

H(x, p) = p2

2m + V (x), (3.32)

o parêntese de Poisson de H com x toma a forma

{H, xi} = 1
m
pi = ẋi. (3.33)

A carga associada à invariância do sistema sob translações temporais, é por definição
(3.20), a Hamiltoniana, e

δx(t) = ε{H, x(t)} = εẋi(t). (3.34)
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A carga associada à invariância do sistema sob translações espaciais, é por definição
(3.25), o momento canônico, e

δxi(t) = −εj{pj, xi(t)} = εi. (3.35)

A carga associada à invariância do sistema sob rotações espaciais, é por definição
(3.31), o momento angular, e

δxj = θi{Li, xj(t)} = −εijkθixk. (3.36)

Dado um conjunto de cargas conservadas Q descrevendo leis de conservação para um
dado modelo da mecânica clássica, pode-se definir a partir das transformações infinitesimais
de xi, pi e t as leis de conservação na forma

δxi = {Qk, xi}ck, δpi = {Qk, pi}ck, (3.37)

sendo ck os parâmetros infinitesimais das transformações.
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4 O vetor de Laplace-Runge-Lenz

4.1 Uma nova simetria no problema de Kepler
A Lagrangiana para o problema de Kepler,

L = m

2 ṙ2 + κ

r
. (4.1)

onde κ = Ze2, é invariante sob rotações e translações temporais, e como consequência sua
energia e momento angular são conservados:

L̇ = {Lk, H} = 0, Ḣ = {H,H} = 0. (4.2)

Entretanto Lk e H não são todas as simetrias do problema de Kepler. Existe mais uma
carga conservada que decorre de uma simetria dinâmica (não associada a uma simetria do
espaço-tempo) denominada vetor de Laplace-Runge-Lenz1,

Ak = 1
m
εklmplLm −

κ

r
rk. (4.3)

As transformações (3.37) que as cargas conservadas Ak geram, assumem a forma:

δri = {Ak, ri}ck =
( 1
m
plrlδki −

2
m
pirk + 1

m
ripk

)
ck, (4.4a)

δpi = {Ak, pi}ck =
((

2H + 3κ
r

)
δki −

1
m
pipk − κ

rirk
r3

)
ck. (4.4b)

Ao contrário das transformações do espaço (e do tempo) correspondentes, por exemplo, às
simetrias do grupo de Lorentz – i.e. às simetrias de rotação, boosts, etc. –, as transformações
(4.4) envolvem explicitamente os momentos e são portanto transformações de simetria
do espaço de fase como um todo. Esse tipo de transformação, que dá origem ao vetor de
Laplace-Runge-Lenz como carga conservada, é chamada de simetria dinâmica.

O espectro de muitos operadores Hermitianos pode ser determinado e estudado
por meio dos métodos algébricos da teoria de grupos. Aqui o interesse é pelos métodos
que envolvem as álgebras de Lie no problema do átomo de Hidrogênio, mas também
existem problemas bastante interessantes similares à este, como o problema do oscilador
clássico isotrópico. Os auto-espaços que correspondem aos elementos do espectro, podem
ser identificados como representações unitárias.

Esse método contém alguns aspectos interessantes do problema de degenerescência,
uma vez que a multiplicidade da representação é igual à degenerescência espectral, no
caso de um espectro discreto. Em muitos casos uma degenerescência surge sem motivos
óbvios. Entretanto essas degenerescências não são acidentais, mas elas ocorrem devido a
uma certa simetria oculta do sistema. Logo, o sistema é naturalmente degenerado.
1 No Apêndice A encontra-se a demonstração da conservação de L e A.
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4.2 Álgebra das simetrias do problema de Kepler
A Hamiltoniana H e a componente Li do momento angular formam a álgebra

fechada

{H,Li} = 0, {Li, Lj} = εijkLk, (4.5)

e a componente Ai do vetor de Laplace-Runge-Lenz forma a álgebra completa

{Li, Ak} = εiklAl, {Al, Ak} = −2H
m
εlkmLm. (4.6)

O vetor de Laplace-Runge-Lenz satisfaz as relações:

A · L = L ·A = 0, |A|2 = 2H
m
L2 + κ2, (4.7)

assim existem cinco quantidades conservadas no problema de Kepler. Em outros potenciais
centrais, em que não há conservação de A, existem apenas cinco cargas: as três componentes
de L, e a energia E.

Podemos encontrar outra relação entre L e A. Tomando o produto interno de A e
um vetor radial r,

A · r = Ar cos θ = 1
m

r · (p× L)− κr, (4.8)

mas, a partir da relação

r · (p× L) = L · (r× p) = L2,

podemos reescrever a equação (4.8) como

1
r

= mκ

L2

(
Acosθ

κ
+ 1

)
. (4.9)

Sendo A uma constante, a cada rotação de nπ, n ∈ Z, corresponde à mesma coordenada
no espaço. Portanto a órbita é fechada no problema de Kepler.

Como os parênteses de Poisson da Hamiltoniana com todas as cargas conservadas
desaparecem, os operadores Ak podem ser redefinidos como:

Mk ≡
√
m

2EAk, (4.10)

para os estados contínuos (H = E > 0). A álgebra completa das simetrias do problema
clássico de Kepler toma a forma:

{Mk,Ml} = −εklmLm, {Li,Mk} = εikmMm, {Li, Lk} = εikmLm, (4.11)

que coincide com a álgebra do grupo de Lorentz (2.69).
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Para os estados ligados, com energias negativas, pode-se definir:

M̃k ≡
√

m

−2EAk, (4.12)

e a álgebra completa toma a forma:

{M̃k, M̃l} = εklmLm, {Li, M̃k} = εikmM̃m, {Li, Lk} = εikmLm, (4.13)

que coincide com a álgebra (2.23), do grupo SO(4).

4.3 Simetrias do Átomo de Hidrogênio
Na mecânica quântica, para o problema não-relativístico do átomo de hidrogênio,

o operador análogo ao vetor de laplace-Runge-Lenz (4.3) deve ser Hermitiano, e portanto,

A = 1
2m(p× L− L× p)− κr

r
. (4.14)

Podemos escrever o operador correspondente ao vetor de Laplace-Runge-Lenz como:

Ai = 1
2m(εijkpjLk − εijkLjpk)− κ

xi
r

= 1
2m(εijkpjLk − εijkpkLj + εijk[pk, Lj])− κ

xi
r

= 1
2m(εijkpjLk − εijkpkLj − ıεijkεjkmpm)− κxi

r

= 1
m

(εijkpjLk − ıδimpm)− κxi
r
,

e de forma mais compacta,

A = 1
m

(p× L− ıp)− κr
r
. (4.15)

Após algumas relações de comutação 2,

[A, H] = 0, A · L = L ·A = 0, |A|2 = 2H
m

(L2 + 1) + κ2 (4.16)

Portanto, as relações clássicas (4.7) continuam válidas e temos ainda cinco cargas conser-
vadas.

Os seis operadores momento angular e vetor de Laplace-Runge-Lenz consistem em
15 relações de comutação de permutações ciclícas:

[Li, Lj] = ıεijkLk, (4.17a)

[Li, Aj] = ıεijkAk, (4.17b)

[Ai, Aj] = −2ı
m
HεijkLk (4.17c)

2 No Apêndice B encontram-se algumas deduções relevantes das propriedades algébricas desta seção.
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Sozinho, o operador momento angular forma uma álgebra fechada, gerando o grupo SO(3).
Os operadores momento angular e vetor de Laplace-Runge-Lenz, não formam uma álgebra
fechada – a não comutatividade de A, significa que as quantidades Ax, Ay, Az não podem
simultaneamente ter valores definidos na mecânica quântica. (LANDAU et al., 1958)

Entretanto como a Hamiltoniana H independe do tempo e comuta com L e A,
assim podemos trabalhar com um subespaço do espaço de Hilbert que corresponde a um
autovalor particular da energia E da Hamiltoniana H.

Para o espectro contínuo (E > 0), é conveniente substituir A por

M̃ ≡
√
m

2EA, (4.18)

e a álgebra completa dos operadores (4.17) coincide com a álgebra do grupo de Lorentz.

Para o espectro discreto (E < 0), é conveniente substituir A por

M ≡
√
− m

2EA (4.19)

Agora os seis geradores L e M, se combinados, formam a álgebra so(4). Partindo das
representações do grupo SO(4), definimos:

I = 1
2(L + M) K = 1

2(L−M), (4.20)

cujas relações de comutação são:

[Ii, Ij] = ıεijkIk (4.21)

[Ki, Kj] = ıεijkKk (4.22)

[I, H] = [K, H] = 0 (4.23)

[I,K] = 0. (4.24)

Assim, I e K constituem, cada, uma álgebra su(2), com os autovalores

I2 = jI(jI + 1), K2 = jK(jK + 1), jI , jK = 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . (4.25)

Existem agora dois invariantes

C ≡ I2 +K2 = 1
2(L2 +M2), C ′ ≡ I2 −K2 = L ·M, (4.26)

que comutam com todos os geradores infinitesimais. Uma vez que L e M são ortogonais, a
segunda equação (4.26) resulta C ′ = 0, e estamos lidando somente com a parte de O(4) na
qual I2 = K2 (SCHIFF, 1947). Assim jI = jK ≡ j, e os possíveis valores do operador C
são

C = 2j(j + 1), j = 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . (4.27)
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A origem da degenerescência é oriunda do fato de que jI = jK = j, devido à relação
L ·A = 0. A terceira equação (4.16), junto com (4.19) e (4.26), resulta em

C = 1
2(L2 − m

2EA
2) = −1

2 −
mκ2

4E ,

com a expressão (4.27),

E = − mκ2

2(2j + 1)2 . (4.28)

A única restrição física é que L2 = l(l+1) tenha apenas valores inteiros de l. Mas desde que
L = I+K, pode-se ter qualquer valor variando de |jI− jK | = 0 para jI + jK = 2jK = n−1
por passos inteiros.

Se 2j + 1 é identificado como o número quântico principal n, pode-se reconhecer
uma expressão familiar para os níveis de energia em (4.28).

Com n tomando qualquer valor inteiro de 1 a ∞, e j tomando qualquer valor
0, 1

2 , 1,
3
2 , . . .. Como L = 1

2(L + M) + 1
2(L −M), para um dado n = 2j + 1, os possíveis

valores de L são 0, 1, 2, . . . , 2j, e isto mostra que a degenerescência dos níveis de energia é
igual a:

2j∑
l=0

(2l + 1) = (2j + 1)2 = n2, (4.29)

e a equação (4.28) escreve-se como:

En = −mκ
2

2n2 . (4.30)

Note que sem fixar jI = jK , os níveis de energia tornam-se

E = − mκ2

2(2jI + 1)(2jK + 1) , (4.31)

e não são degenerados.

Esse método de encontrar os níveis de energia do átomo de hidrogênio a partir das
simetrias do problema de Kepler foi usado por Pauli simultânea e independentemente do
tratamento de Schrödinger baseado na equação de onda. (BANDER; ITZYKSON, 1966)
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Conclusão

O estudo de simetrias dinâmicas na mecânica quântica constitui uma vasta área
da física teórica (BARUT, 1972) (WULFMAN, 2011). O problema considerado nesta
monografia trata de apenas um exemplo – o mais notório, o potencial de Coulomb – da
utilização de representações unitárias de grupos de Lie para a construção dos espaços de
Hilbert de problemas de mecânica quântica independentes do tempo.

Outros casos relevantes destes métodos algébricos podem ser encontrados, por
exemplo, na chamada mecânica conforme e na descrição de um conjunto de osciladores
quânticos. A mecânica conforme em uma dimensão é descrita por um potencial V (x) = g/x2,
e se mapeia na representação do grupo O(2, 1) (ALFARO; FUBINI; FURLAN, 1976)
(GONERA, 2013). Já o espectro de um conjunto de n osciladores quânticos se relaciona
com o grupo dinâmico U(n).

Vários outros exemplos existem, mas que não se relacionam com teorias físicas
particularmente importantes. Na verdade, em geral, construções similares à desenvolvida
nesta monografia são possíveis para todos os grupos de Lie classificados por Cartan
(BARUT, 1972), ou seja: a construção de espaços de Hilbert – a determinação de um
conjunto completo de operadores que comutam, seus autoestados e respectivas funções de
onda – é efetivamente equivalente à construção do espaço de representações unitárias de
grupos de Lie.

Os métodos algébricos que resultam desta correspondência entre a teoria de re-
presentações e a mecânica quântica proporcionam uma ferramenta poderosa de resolução
de problemas –, mas não só isso. Mais do que isto, proporcionam o entendimento de
aspectos físicos fundamentais. No caso do potencial de Coulomb, a existência do grupo
de simetria SO(4), devido ao fato que o vetor momento angular é ortogonal ao vetor de
Laplace-Runge-Lenz, maior que o grupo SO(3) associado apenas às rotações espaciais,
que explica a degenerescência dos valores medidos em laboratório para a energia do átomo
de hidrogênio. Por fim, a própria existência da relação entre representações de grupos
e espaços de Hilbert, por si só, revela uma faceta diferente da estrutura da mecânica
quântica, um aspecto profundo da sua natureza teórica – e, portanto, da natureza real do
universo em que vivemos.
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APÊNDICE A – O vetor de
Laplace-Runge-Lenz

Na mecânica clássica, uma força cuja magnitude depende somente da distância
r da partícula à origem, e é dirigida ao longo do vetor que caracteriza essa distância, é
denominada força central, e pode ser representada como

F(r) = dp
dt

= F (r)r
r

= F (r)r̂, (A.1)

onde r = |r̂|. Devido à essa particularidade, pode-se obter algumas propriedades bastante
interessantes. Primeiro, como torque τ de uma força central relativo ao centro de força,
escolhido como origem, é nulo,

τ = r× F(r)r̂ = 0, (A.2)

também o torque pode ser representado como

τ = dL
dt
. (A.3)

Por definição, o momento angular da partícula é

L = r× p, (A.4)

com p = mṙ. Conclui-se que τ = 0, portanto o momento angular de uma partícula numa
força central é uma constante de movimento.

Uma força central é conservativa, e pode-se expressá-la em termos da energia
potencial V (r),

F(r) = −∇V (r). (A.5)

Uma força central que varia em intensidade com o inverso do quadrado da distância, pode
ser escrita como

F = κ

r2 r̂, (A.6)

onde κ é uma constante. Sendo a força (κ > 0) atrativa ou (κ < 0) repulsiva. A energia
potencial correspondente é

V (r) = κ

r
. (A.7)

Chama-se problema de Kepler o problema de dois corpos que se atraem mutualmente. Para
(A.7), pode-se representar a energia potencial para o problema de Kepler, com (κ > 0)
como

V (r) = −κ
r
. (A.8)
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A segunda lei de Newton para problemas de força central pode ser escrita vetorialmente a
partir de (A.1) como

ṗ = F (r)r
r
, (A.9)

e o produto vetorial de ṗ com o vetor momento angular pode ser escrito como

ṗ× L = mF (r)
r

[r× (r× ṙ)]

= mF (r)
r

[r(r · r̂)− r2r̂], (A.10)

entretanto, pode-se reescrever (A.10) notando que

rṙ = 1
2
d

dt
(r · r) = r · ṙ. (A.11)

Como L é uma constante, pode-se escrever (A.10) como

d

dt
(p× L) = −mF (r)r2 d

dt

(r
r

)
. (A.12)

Para o potencial de Kepler, a substituição de (A.8) em (A.12) torna-se

d

dt
(p× L) = d

dt

(mkr
r

)
, (A.13)

e pode-se ver facilmente a existência de outro vetor conservado A definido por

A = p× L
m

− κ

r
r. (A.14)

O vetor A é conhecido entre os físicos como vetor de Laplace-Runge-Lenz.
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APÊNDICE B – Relações de comutação

B.1 Definições
1. ~ = 1.

2. Operador momento angular: L = r× p, onde p = −ı∇.

3. r e p são operadores vetoriais, e o produto de quaisquer dois operadores vetoriais é
um operador vetorial.

4.

[xi, xj] = 0, [pi, pj] = 0, [pi, xj],= −ıδij. (B.1)

[Li, xj] = εiab[xapb, xj] = εiabxa[pb, xj] = εiabxa(−ı)δbj = εaijxa. (B.2)

5. Quaisquer três operadores vetoriais satisfazem,

A · (B×C) = (A×B) ·C. (B.3)

Prova.

A · (B×C) = Ai(εijkBjCk) = (εkijAiBj)Ck = (A×B) ·C.

6. Qualquer operador vetorial A satisfaz,

A× L = −L×A + 2ıA. (B.4)

Prova.

(A× L)i = εijkAjLk = εijk(LkAj + [Aj, Lk])

= εijkLkAj + ıεijkεqjkAq

= εijkLkAj + ı(2δiq)Aq
= −εikjLkAj + 2ıAi.

Note que L× L = ıL.
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7.

r · L = L · r = 0, (B.5)

p · L = L · p = 0. (B.6)

Prova. Usando a eq. (B.3) e o fato de que r× r = 0 e p× p = 0,

r · L = r · (r× p) = (r× r) · p = 0 = L · r,

L · p = (r× p) · p = r · (p× p) = 0 = p · L.

8. O operador de Laplace-Runge-Lenz,

A = 1
2m(p× L− L× p)− κr

r
, (B.7)

é um operador vetorial.

9. Hamiltoniana do átomo de Hidrogênio,

H = p2

2m −
κ

r
. (B.8)

B.2 Álgebra
Partindo das definições dadas na seção B.1, pode-se determinar a álgebra para o

problema do átomo de Hidrogênio.

1. Ortogonalidade ente A e L.

Considere:

L · (p× L) = L · (−L× p + 2ıp) = 0,

L · r
r

= 1
r

(L · r) + r · (L1
r

) + 1
r

(r · L) = 0,

(p× L) · L = p · (L× L) = ı~p · L = 0,
r
r
· L = 1

r
r · L = 0.

Pode-se ver facilmente que A · L = L ·A = 0.

2. O operador A2.

O operador A2 consiste de 9 termos, 4 dos quais são dados abaixo.
Considere:

(p× L) · p = p · (L× p) = p · (−p× L + 2ıp) = 2ıp2,

1
r

r · (p× L) = L2

r
,
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(p× L) · (p× L) = εijkεabkpiLjpaLb = piLjpiLj − piLjpjLi
= pi(piLj − ıεijkpk)Lj − pi(L · p)Li
= p2L2 + ı(p× p) · L = p2L2,

(p× L) · r1
r

= (−L× p + 2ıp) · r1
r

= L2

r
+ 2ıp · r1

r

= L2

r
+∇ · r1

r
= L2

r
+ 2(3 + r · ∇)1

r

= L2

r
+ 2(2

r
+ ı

r
r · p) = L2

r
+ 4
r

+ 2ı
r

r · p.

Assim,

A2 =
( 1
m

(p× L− ıp)− κr
r

)
·
(

( 1
m

(p× L− ıp)− κr
r

)
= 1
m2p

2L2 + p2

m2 −
2κ
mr

+ κ2

= 2
m

(
p2

2m −
κ

r

)
(L2 + 1) + κ2

= 2
m
H(L2 + 1) + κ2.

3. Comutador de A com L.

[Li, Aj] =
[
Li,

1
2µ(εjklpkLl − ıpj)− κ

xj
r

]

= εjkl
2m [Li, pkLl]−

ı

2m [Li, pj]− κ
[
Li,

xj
r

]
= ı

( 1
2m(εkabpaLb − ıpk)− κ

xk
r

)
= ıεijkAk.

4. H e A comutam.

Considere a identidade:

εijkLj

(
ı
κxk
r3

)
= εijkεjlmxlpm

(
ı
κxk
r3

)
= (δjlδim − δjmδil)xlpm

(
ı
κxj
r3

)
= ıκpl

(
δil
r
− xixl

r3

)
.
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Assim,

[H,Ai] =
[
plpl
2m −

κ

r
,

1
m

(−εijkLjpk − ıpi)− κ
xi
r
,

]

= κ

m
εijkLj

[
1
r
, pk

]
+ ıκ

m

[
1
r
, pi

]
− κ

2µ

[
plpl,

xi
r

]

= −ı κ
m
pl

(
δil
r
− xixl

r3

)
+ κ

m

xi
r3 + ı

κ

2m

{(
δil
r
− xirl

r3

)
pl + pl

(
δil
r
− xixl

r3

)}

= κ

m

xi
r3 − ı

κ

2m

[
pl,

δil
r
− xixl

r3

]

= κ

m

xi
r3 −

κ

2µ
∂

∂xl

(
δil
r
− xixl

r3

)

= − κ
m

xi
r3 + κ

m

xi
r3

= 0.

5. Comutador de A com ele mesmo.

Considere:

[(L× p)i, pj] = ı(pipj − δijp2). (B.9)

Prova.

[(L× p)i, pj] = εabi[Lapb, pj] = εabi[La, pj]pb
= ıεabiεajkpkpb = ı(pipj − δijpkpk).

Note que isso implica que [(L× p)i, pj ] é simétrico em i e j. E percebe-se facilmente
que

1
4m2 [(p× L− L× p)i, (p× L− L× p)j] = 1

m2 [(L× p)i, (L× p)j].

Considere:

[(L× p)i, (L× p)j] = −ıεijkp2Lk. (B.10)

Prova.

[Ai, (L× p)i] = εabj[Ai, Lapb] = εabjLa[Ai, pb] + εabj[Ai, La]pb
= ıεabjLa(pipb − δibp2)− ıεabjεaikAkpb
= ı(L× p)jpi − ıεaijp2La − ıAjpi = −ıεaijp2La.

As duas equações acima satisfazem

1
4m2 [(p× L− L× p)i, (p× L− L× p)j] = −2ıεijk

m

p2

2mLk.
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Para reduzir os dois últimos termos de [Ai, Aj], introduz-se a seguinte notação

Dij ≡
1

2m2

[
(p× L− L× p)i,−

xj
r

]
+ 1

2m2

[
−xi
r
, (p× L− L× p)j

]
= 1
m2

[
(L× p)i,

xj
r

]
+ 1
m2

[
xi
r
, (L× p)j

]
.

Considere:

(L× r)ixj − (L× r)jxi = r2(pixj − pjxi).

Prova.

εijk(L× r)ixj = r2εijkpixj

(δi′iδj′j − δi′jδj′i)(L× r)ixj = (δi′iδj′j − r2δi′jδj′i)pixj.

Considere:

Dij = 2ıεijk
m

κ

r
Lk.

Prova.

[(L× p)i,
xj
r

] = εabi

(
La

[
pb,

xj
r

]
+
[
La,

xj
r

]
pb

)
= εabiLa

ı(xbxj − r2δbj)
r3 + ıεabiεajk

xk
r
pb

= ı

r3 (L× r)ixj − ıεaji
La
r

+ ıδbjδik
xk
r
pb

= ı

r3 (L× r)ixj + ıεijk
Lk
r

+ ı
xi
r
pb.

E percebe-se que,

[Ai, Aj] = −2ıH
m

εijkLk.
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