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Resumo

No problema classico de Kepler, existe uma simetria dinamica cuja carga conservada ¢ um
vetor conhecido como vetor de Laplace-Runge-Lenz. Sua existéncia, em conjunto com as
simetrias usuais tipicas de potenciais centrais, permite que se derive de maneira puramente
algébrica o espectro do atomo de hidrogénio na mecanica quéntica nao relativistica. Além
disso, esta simetria é o que explica a degeneracdo dos niveis de energia. A combinacao das
componentes do momento angular com as do vetor de Laplace-Runge- Lenz, faz com que
o grupo de simetria do d4tomo de hidrogénio seja nao simplesmente SO(3), mas sim SO(4)
(no caso do espectro discreto) ou SO(3,1) (no caso do espectro continuo). Assim, o grupo
de Lorentz, SO(3, 1), aparece como simetria dindmica em um problema nao-relativistico,

fora do contexto da Relatividade Restrita.

Palavras-chaves: atomo de hidrogénio. simetria dindmica. problema de Kepler.



Abstract

In the classical Kepler problem, there is a dynamic symmetry whose conserved charge is a
vector known as Laplace-Runge-Lenz vector. It’s existence, along with the usual symmetries
present in central potentials, allows one to derive in a purely algebraic way the spectrum
of the hydrogen atom in non-relativistic quantum mechanics. Furthermore, this symmetry
explains the degeneracy of the energy levels. The combination of the components of the
angular momentum vector with the Laplace- Runge-Lenz vector, makes the symmetry
group of the hydrogen atom not just SO(3), but SO(4) (in the case of discrete spectrum) or
SO(3,1) (in the case of continuous spectrum). Thus, the Lorentz group, SO(3,1), appears

as a dynamic symmetry in a non-relativistic problem, outside the context of relativity.

Key-words: hydrogen atom. dynamic symmetry. Kepler problem.
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Introducao

Uma Lei de Conservacao estabelece que determinada propriedade mensuravel —
energia, momento angular, carga elétrica, barionica, etc — cuja origem esta nas simetrias
das diferentes formas de interagoes fundamentais da matéria e do espago-tempo. Tais leis
fazem parte de um conjunto de principios bésicos que as teorias fisicas devem obedecer
e, matematicamente, as transformacgoes que dao origem as simetrias sao elementos de
um grupo. Por este motivo, nos ultimos 100 anos, os métodos da teoria de grupos e
suas correspondentes algebras se firmaram como uma das principais ferramentas da fisica

tedrica.

O exemplo mais caracteristico de como um grupo descreve o espaco-tempo reside
na simples ideia de que as leis da Natureza devem ser as mesmas para uma certa classe
de observadores, resultando nos Principios de Relatividade. Na Relatividade Restrita, as
Equacoes de Maxwell sdo invariantes sob a agdo do Grupo de Poincaré, R* x SO(3,1),
estabelecendo a equivaléncia entre observadores inerciais relacionados pelas conhecidas
Transformagoes de Lorentz (e de Poincaré), que fornecem a base da geometria do espago-

tempo de Minkowski.

Ja na descri¢do quantica dos campos relativisticos que formam a matéria, existem
simetrias chamadas simetrias internas. Ao contrario das transformacoes de Lorentz, estas
nao representam transformacoes do espago-tempo, mas relacionam as proprias particulas
entre si. Um exemplo importante é a aplicacao de representacoes de certos grupos unitarios,
SUB)®SU((2)@U(1), na classificacao das particulas elementares envolvidas nas interagoes

forte e eletrofraca.

De um modo geral, os métodos algébricos da teoria de grupos possuem um papel
importante na descricao das simetrias de um sistema fisico com uma dada Hamiltoniana, e
das correspondentes leis de conservagao de certas grandezas, conhecidas como cargas. Isto
se manifesta ja na mecanica classica, e se faz particularmente importante na mecanica
quantica, onde apenas os operadores correspondentes as cargas conservadas sao passiveis

de serem medidos simultaneamente a energia.

E o caso do momento angular de uma particula em um potencial central, o exemplo
mais importante da ligagdo entre um grupo de simetria — neste caso, o grupo das rotagoes,
SO(3) — é uma grandeza dindmica observavel na mecénica quantica nao-relativistica. As
componentes do vetor momento angular sao os geradores infinitesimais da algebra de Lie
do grupo SO(3), e por isso se conservam. Mais ainda, os espectros discretos do médulo
do momento angular e de uma das suas componentes podem ser derivados diretamente a

partir destas suas propriedades algébricas.
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Além das simetrias de rotacgao, translacao, etc., ligadas diretamente as simetrias
do espaco e do tempo, certos potenciais de interacao podem apresentar outras simetrias
especificas, chamadas de simetrias dinamicas. O exemplo mais famoso é o potencial de
Coulomb: existe uma simetria dindmica cuja carga conservada é um vetor conhecido como
vetor de Laplace-Runge-Lenz, responsavel, na mecanica classica, pelo fato de existirem
orbitas fechadas no problema de Kepler. A combinacao das componentes do momento
angular com as do vetor de Laplace-Runge-Lenz, no caso do atomo de hidrogénio faz com
que o seu grupo de simetria seja nao simplesmente SO(3), mas sim SO(4) (no caso do
espectro discreto) ou SO(3,1) (no caso do espectro continuo). Desta forma o grupo de
Lorentz, SO(3, 1), aparece como simetria dindmica em um problema nao-relativistico, fora
do contexto da Relatividade Restrita. Isto é o que explica a degenerescéncia do espectro

de energia do atomo, e permite deriva-lo de maneira puramente algébrica.

Esta monografia é dedicada ao estudo de simetria em mecanica quantica nao-
relativistica, mais precisamente do uso dos métodos algébricos (representados pela teoria
dos grupos e algebras de Lie) para construgao dos espagos de Hilbert de certos sistemas

que apresentam simetrias dinamicas.
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1 Conceitos Basicos de Mecanica Quantica

1.1 Mecanica Classica

A estrutura béasica da formulacdo Lagrangiana para um sistema fisico é baseada
na utilizagdo de n coordenadas generalizadas (g, . .., ¢,) na constru¢do de uma fungao
L(q;, ¢i,t) denominada Lagrangiana que depende destas coordenadas, de suas derivadas e
possivelmente do tempo, e consiste num conjunto de n equagoes diferenciais de segunda

ordem no tempo,

d (0L oL
— — = =1,...,n. 1.1

A formulagdo Hamiltoniana é baseada na substituicao destas n equacoes diferenciais
de segunda ordem no tempo por um conjunto de 2n equagoes diferenciais de primeira
ordem, através da substituicao das velocidades ¢; pelos momentos candnicos conjugados,

definidos por:

oL
P = ) 1.2
Pi= g (1.2)
e tais que ¢ = Gi(¢, p)- '
A Hamiltoniana é definida por

H(qi, pist) = pidi — L(qi; Gi, 1) (1.3)

Derivando ambos os lados da equagao acima, obtemos as equagoes de Hamilton,

0H OH

I Opi P dq; (14

A Lagrangiana usual é L = T — V, sendo T a energia cinética e V' a energia
potencial. Se T' é uma fun¢do puramente quadratica das velocidades e V' independe das

velocidades, entao,
H=T+V=E, (1.5)

isto é, a Hamiltoniana é a energia total expressa como funcao das coordenadas e momentos.
(LEMOS, 2007)

1

Esta substituicdo é uma transformacao de Legendre, e s6 é possivel sob a condi¢do de que

0*L
det 0.
© (aqaaQb> 7&




Capitulo 1. Conceitos Bdsicos de Mecanica Qudntica 12

As quantidades (gq,p) s@o denominadas varidveis candnicas e o espago cartesi-
ano 2n-dimensional cujos pontos sdo representados por (¢,p) = (q1,-- -, qn,P1s- -, Pn) €

denominado espaco de fase.

Considere um funcional arbitrario G(g;, p;, t). Calculando sua derivada e expressando-

a em termos das equagoes de Hamilton,

G _ oG, 0G| 0G
at 9 ap T ot
0GOH 0GOH G

B dq; Op; B Op; 0q; " B

(1.6)

O paréntese de Poisson é uma aplicacao que a quaisquer duas fungdes do espaco de fase A,

B associa uma terceira fungio, denotada por {A, B}, de acordo com a regra:

0A0B 0AO0B

A B} = — 1.7
4.5 dq; Op;  Op; 0q;’ (1.7)

em especial, os parénteses de Poisson fundamentais:
{ai;pj} = i), {pi,pi} =0, {a@i,q;} = 0. (1.8)

Os parénteses de Poisson possuem as seguintes propriedades algébricas:
e Antissimetria: {A, B} = —{B, A}.
e Bilinearidade: {aA + B,C} = afA,C} + 8{B,C}, a,  independem de (g, p).
e Identidade de Jacobi: {A,{B,C}} +{C,{A,B}} +{B,{C,A}} = 0.

o {AB,C} = A{B,C}+{A,C}B; e {A, BC} = {A,B}C + B{A,C}.

A expressao (1.6) pode ser escrita em termos do paréntese de Poisson como:

dG oG
— ={G,H — 1.9
Z oo+ (19)
se o funcional G independe explicitamente do tempo,
dG
— ={G,H}. 1.10
(G, ) (1.10)

As equacoes de Hamilton podem escrever-se em termos do paréntese de Poisson, como

¢ ={q, H}, pi={pi, H}. (1.11)
E portanto, se G(g;, p;) é constante,

C;f 0 (G H} = 0. (1.12)

a conservacao, no sentido matematico, é equivalente ao desaparecimento do paréntese de

Poisson.
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1.2 Principios da Mecanica Quantica

Um estado quantico de uma particula é definido, num dado instante, pela funcao

de onda 9 (r). De acordo com a interpretacao probabilistica da fun¢ao de onda, a grandeza,
W (x, ) Pdr (1.13)

representa a probabilidade de encontrar num tempo t, a particula num volume d®r sobre
um ponto r. A probabilidade de encontrar a particula em qualquer lugar do espaco deve

ser igual a 1, portanto,

/d3r\w(r,t)]2 ~1. (1.14)

O conjunto das fungoes para as quais esta integral converge é chamado de fungoes quadrado-
integraveis. Esse conjunto tem a estrutura de um espaco de Hilbert e é chamado de L?.
Outras condigoes fisicas sobre as funcoes de onda sao certas propriedades de regularidade,
tais como ser definida em toda parte e continua por partes, infinitamente diferenciavel, e é

um subespaco de L?, chamado de .#, satisfazendo todos os critérios de um espaco vetorial.
(COHEN-TANNOUDJII; DIU; LALOE, 1977)

Dado cada par de elementos de ., ¢(r) e 1(r), o produto escalar de 1 (r) por ¢(r)
¢é definido por

(00) = [ d'r o (@p(r). (1.15)

Se (¢,1) =0, ¢(r) e Y(r) sdo ditos ortogonais. 1/(1,1) é denominado norma de ¥ (r).

Um operador A, por definigao, associa cada fungao ¢(r) € .Z a outra fungao ¢'(r):
#(r) = Ad(r). (1.16)
Sejam A e B dois operadores lineares. O produto AB é definido por

(AB)i(r) = A(By(r)), (1.17)

B primeiro atua em 9 (r), que resulta em ¢(r) = Bi)(r), assim A opera no novo funcional
¢(r). Em geral, AB # BA. Denomina-se comutador de A e B o operador [A, B] definido

por

[A,B] = AB — BA. (1.18)

Considere um conjunto contavel de fungoes de .%. O conjunto {u;(r)},i=1,...,n,

é dito ortonormal se

(wi,u;) = /d3r u; (r)ui(r) = d;, (1.19)
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e constitui uma base completa de fungoes se cada funcao ¥ (r) € . pode ser expandida

em termos de wu;(r) como

Y(r) = Z ciu;(T). (1.20)

Uma formulagao alternativa ¢ descrever cada estado por um vetor | ), chamado de
ket, em um espago vetorial &,. Cada estado |¢) estd associado a uma fun¢ao quadrado-

integravel:
Y(r) € F < |¢) € 6. (1.21)

Com cada par de kets |¢) e |¢), o produto escalar pode ser definido como (|¢) , [1))
e satisfaz a propriedade (1.15).

Um conjunto de funcionais lineares definidos nos kets [1)) € & constitui um espago
vetorial denominado espaco dual de & e simbolizado por &*. Qualquer elemento do espago-
&* é chamado de bra e é representado pelo simbolo ( |, e o produto escalar escreve-se

como:
(19} [4)) = (¢l¥) (1.22)
Um operador linear A associa com cada ket |¢) € & outro ket |[¢) € &

) = Aly) (1.23)
O produto AB de dois operadores lineares é definido por:

(AB) ) = A(B[y)), (1.24)

B primeiro atua em [¢) para resultar no ket B |¢), e depois A atua no ket B [1)).

Sejam |¢) e [¢) dois kets. Denomina-se elemento da matriz de A entre |¢) e [¢), o

produto escalar

(o(Al¥)). (1.25)

A agdo de um operador linear num bra pode ser escrita como:
((2lA)¢) = (ol (Al)). (1.26)

Um operador A é dito Hermitiano se é igual ao seu adjunto, isto é, se A = Af, e

satisfaz para todo |¢) e [¢) a relacao

(WI(Alg)) = [(ol(Al))]" = ((¥]AN)]¢) . (1.27)
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Um conjunto de kets, discretos {|u;)} ou continuos {|W,)} é ortonormal se satisfa-

zem a condicao de ortonormalizacao:
(uiluj) = i ou (WolWy) = 6(a — o), (1.28)

e constituem uma base, se cada ket |¢)) pertencendo a & tem uma unica expansao em |u;)
ou |[Wa),

) =i fu) ou W) = [dacla)Wa).  (1.20)

|t)) possui um autovetor de um operador linear A se:
Ay =AYy, A e C. (1.30)

Essa equacao possui solugao apenas quando A toma certos valores, denominados autovalores
de A. O conjunto de autovalores é denominado espectro de A. O autovalor A é dito nao-
degenerado quando seu autovetor correspondente é tinico. Se existem ao menos dois kets

independentes autovetores de A com mesmo autovalor, é dito degenerado.

Os operadores Hermitianos possuem autovalores reais e autovetores ortogonais. Um
operador Hermitiano A é um observavel se seus vetores formam uma base no espaco dos
estados. (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2010)

Se dois observaveis fisicos comutam, uma base ortogonal do espago dos estados
pode ser construida com autovetores comuns a ambos. Um conjunto de observaveis que
comutam podem entao ser diagonalizados na mesma base, e medidos simultaneamente. Se
estes observaveis sao suficientes para descrever completamente o sistema, diz-se que os

operadores formam um conjunto completo de observaveis que comutam.

1.3 Representacées da Mecanica Quantica

1.3.1 Propriedades dos operadores unitarios

Um operador T' é unitario se sua inversa 7! é igual ao seu adjunto T':
TT' =T'T = 1. (1.31)
Considere dois vetores arbitrarios [i) e |¢) de &, e suas transformadas |¢') e |¢'):
) =Ty, ) =T19). (1.32)

Calculando o produto escalar (¢'|¢'), obtemos

(') = (WIT'T|) = (¥]9). (1.33)
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Uma transformagao unitaria associada com o operador T' conserva o produto escalar.

Seja {|v;)} uma base ortonormal discreta do espago dos estados &. Seja {|v))} a

transformada do vetor {|v;)} sob a acdo do operador T
vi) = T'[vs), (1.34)
assim,
(vilv;) = (vilvy) = dij, (1.35)

portanto, os vetores |v.) sdo ortonormais. Considere um vetor abstrato [¢) de &. Desde

que o conjunto {|v;)} constitua uma base, o vetor T |¢) pode ser expandido em |v;):
TH ) = Zci vi) (1.36)
aplicado T" nessa equacao,
Tt ) = ZCiT |vi) (1.37)
assim,

) = Yl (1.38)

Qualquer vetor |¢) pode ser expandido nos vetores |v)). Para que o operador T seja
unitario, os vetores de uma base ortonormal de &, transformados por T, constituem outra

base ortonormal.

1.3.2 Transformacdes unitarias dos operadores

A transformada A’ do operador A é o operador cujos elementos de matriz na base

{|v})} sdo iguais aos elementos de matriz do operador A na base {|v;) }:
(vil A'lvg) = (il Alvg) - (1.39)
Substituindo (1.34) na equagao acima,

(| TTA'T|v;) = (v] Alv,) . (1.40)

Assim, para 7 e j arbitrarios,

T'AT = A A'=TAT! (1.41)
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1.3.3 Representacoes de Schrodinger e de Heisenberg

Na representacao de Schrodinger os operadores que correspondem aos observaveis
fisicos do sistema sao independentes do tempo. A evolucao do sistema é inteiramente

contida no estado vetorial |1g(t)), e é obtida a partir da equagao

0
ho [vs(t)) = Hs |¥s(1)) (1.42)
sendo Hg o operador Hamiltoniano do sistema, com o estado inicial
[s(t = 0)) = [¢s(0)) (1.43)

determinando a dindmica do sistema. A evolucao do estado vetorial pode ser descrita como

um mapeamento do estado inicial pelo operador evolucao temporal:

[s(t)) = U(t) [¢5(0)) (1.44)
que obedece a equacao:
zhaatU(t) = HsU(t). (1.45)

Integrando a expressao acima, o operador evolugao temporal toma a forma

ZHSt), (1.46)

U(t) = exp <— -

quando Hg nao depende do tempo. Este operador é unitario, devido ao fato que o operador

Hamiltoniano é Hermitiano, e garante a condigao inicial (1.44), i.e.
Ut =0)=1. (1.47)
O valor esperado de um operador arbitrario A nessa representacao é dado por

A= (Ps(t)|Asls(t) = (s (0)|UT () AsU () [1s(0)) - (1.48)

Existe uma formulacao alternativa a representagao de Schrodinger, conhecida como
representacao de Heisenberg, em que os operadores evoluem no tempo, mas os vetores
ndo. Através da transformacio associada com o operador U na equacio (1.43), obtemos o

estado transformado [y):

) = U'(#) [os(t) = [vs(0)) (1.49)

na representacao de Heisenberg o estado é constante, e igual a [¢g(t)) no tempo ¢t = 0.

Assim, os operadores evoluem no tempo de acordo com

A (t) = U () AgU(t). (1.50)
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A partir da definicdo acima, a equacao do movimento para operadores dependentes do

tempo na representagao de Heisenberg ¢é

d

com Hy = U'HgU. A equacdo acima é conhecida como equacdo de Heisenberg.

A equagao de Heisenberg possui uma ligagdo com as equagoes de Hamilton da

mecanica classica. O comutador [u;us, v105] pode ser calculado em duas diferentes formas:

[urug, v102] = [ug, v1ve]Uus + Uy [Ug, V1]
= [ul, ’Ul]UQUQ + U1 [Ul, UQ]UQ + (75} [Ug, Ul]’UQ + U1V [UQ, UQ], (152)
e
[urug, v1v2] = [urug, v1]vs + Vi [ugug, Vo]
= [uy, v1]ugvy + uq [ug, v1]vy + v1[ug, Vo]ug + viug[ug, vs). (1.53)

Igualando (1.52) e (1.53), obtemos
[, v1](ugve — voug) = (u1vy — ViU ) Uz, Vo] (1.54)
Desde que essa relagao mantenha u; e vy independentes de us e vy, segue-se que

u v — viug = thlug, vq], (1.55)

U2Vg — VU — Zh[UQ’ ’02]. (156)

O comutador, ou paréntese de Poisson quantico, [u,v] de quaisquer duas varidveis u e v é

definido por
uv — vu = hfu, v. (1.57)

Nesse procedimento, desenvolvido por Dirac, pode-se quantizar um sistema classico substi-
tuindo as variaveis dinamicas por operadores Hermitianos e substituindo os parénteses
de Poisson do espaco de fase por comutadores. Com isso, a equagao de evolugao (1.10)
transforma-se na equagao de Heisenberg. Além disso, os parénteses de Poisson candnicos

(1.8) transformam-se nas relagdes de comutagao fundamentais de Heisenberg:

g, p;] = 1hdi;, [pi, pj] =0, i, q;] = 0. (1.58)

As equagoes acima fornecem a base para a analogia entre a mecénica quantica e a
mecanica classica. O resultado classico é obtido no limite A — 0, assim a mecanica classica
pode ser considerada como o caso limite da mecanica quantica quando A vai a zero. Na
mecanica classica, cada par de coordenada generalizada e seu momento conjugado, ¢; e

pi, correspondem a um diferente grau de liberdade do sistema. J& na mecanica quantica,
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todas as variaveis dindmicas correspondendo a diferentes graus de liberdade comutam.
Apenas as varidveis correspondendo ao mesmo grau de liberdade podem deixar de comutar.
(DIRAC, 1981)

Vale lembrar que nem todos os sistemas quanticos possuem um correspondente

classico como ¢ o caso, por exemplo, da descricao do spin de particulas.
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2 Grupos, Algebras e Representacdes

2.1 Grupos e Algebra de Lie

2.1.1 Definicao de Grupo

Um grupo ¢ pode ser definido como um conjunto G munido de um produto - que
satisfaz as seguintes quatro condigoes (HAMERMESH, 1989):

1. Se a e b sao dois quaisquer elementos de G, entdo o produto a - b também é um

elemento de G,
2. A multiplicacao é associativa, (a-b)-c=a-(b-c);

3. Existe um elemento unitarioe € G tal quee-a=a-e =a, Va € G,

4. Existe uma inversa de cada elemento: o conjunto deve conter um elemento b = a~*

talquea-al=a"'l-a=¢e,Vacd.

2.1.2 Definicdo de Grupo de Lie

Um grupo de Lie ¢4 é um grupo parametrizado por n parametros continuos. Se
representarmos G com matrizes g, um elemento g € G pode ser escrito como a funcao

continua:
e g| 9,—0 = 1, sendo 1 o elemento unitario. Assim, para argumentos infinitesimais 06;,

g(60r) = 1 + 106kl com [, = —z@(ﬁk) : (2.2)
oy, 6,=0

onde definimos h = 1.
Uma transformagao finita g(6;) pode ser composta de transformacoes infinitesimais suces-

sivas. Para N transformagoes com N — oo, seja d0; = 6; /N, entao

N
g= ]\}I_I}Clxj ll + (3%) li] = exp (10;l;). (2.3)

Assim cada elemento ¢(6;) do grupo pode ser mapeado na forma exponencial g(6;) =

exp (20;l;), e as matrizes [; sdo os geradores do grupo.

Uma élgebra de Lie é um espaco vetorial " munido das propriedades usuais de soma
e produto por escalar, mais uma operagao denominada produto de Lie, [f,¢], f,g € ¥,

que obedece as propriedades:
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1. Antissemtria: [f, g] = —|[g, f].
2. Bilinearidade: [£,ag + 4] = alf, ] + BLf, AJ; a, 8 independem de ¥

3. Identidade de Jacobi: [a, [B,7]] + [V, [o, 5]] + [, [7, a]] = 0.

A &lgebra de um grupo de Lie é a dlgebra de seus geradores. Alguns exemplos de Algebras
de Lie:

e R3, munido do produto vetorial: [V,W]| =V x W.

e Funcoes sobre o espago de fase na mecanica classica, munidas do parénteses de
Poisson: [f, g = {f. g}.

e Espago vetorial de matrizes n x n munido do comutador: [A, B] = AB — BA.

2.2 O Grupo SO(n)

Uma matriz cuja transposta é igual a inversa, é dita ortogonal.

O conjunto de todas as matrizes ortogonais, munido da operacao de multiplicacao

usual entre matrizes forma um grupo, tendo as quatros condigoes satisfeitas:

1. O produto de quaisquer duas matrizes ortogonais é outra matriz ortogonal, pois

(RiRy)(R\Ry)" = RiRyR) R =1. (2.4)

2. A multiplicacao de matrizes é associativa

Ri(ReR3) = (R1Ry) Ry, (2.5)

3. A matriz identidade 1, definida por
R1I =1R=1, (2.6)
¢ uma matriz ortogonal.

4. A matriz inversa R~!, definida por
RR'=R'R=1, (2.7)

é uma matriz ortogonal, uma vez que para matrizes ortogonais R' = R~!, V R.



Capitulo 2. Grupos, Algebras e Representagoes 22

As rotagdes no espago Euclidiano n-dimensional podem ser representadas pelo
grupo SO(n) formado pelas matrizes ortogonais n x n. Uma matriz de rotagdo A pode ser

expressa em termos de uma matriz () n X n como:

A = exp (1Q). (2.8)
Como exp (1Q") = AT = A™! = exp (—1Q),

Q = _QT7 (29)

a matriz () é antissimétrica, e o nimero de parametros em uma matriz antissimétrica é

n(n —1)/2. Assim, os n(n — 1)/2 pardmetros de SO(n) podem ser organizados como:
9,-]» = —jS, (210)
e multiplicados por n(n — 1)/2 matrizes antissimétricas M;;:

?
Note que 77 nao enumeram os elementos das matrizes M, mas sim as matrizes em si, cada
uma delas antissimétricas, i.e. (M;;)a = —(M;j)pa, € também M;; = —M;;, por conta da

antissimetria de 6;;. As matrizes M podem ser normalizadas como
(Mij)ab = z(éwéﬂ, — 5ib5ja)- (212)
O comutador dos geradores (2.12) pode ser expresso como:
([Mij, Mia]) o, = (MijMig — MaMij) oy = (Mij) oo (Mit) gy — (Mit) 1. (Mij)
- (5ia5jc — 6ic(5ja)<5k:célb — 6kb5lc) - ((skaélc - 5kc(5la)(5i05jb — 5ib5jc)
= 031 (012056 — 65a0n1) + 0;1(0kadi — diaOrp) + 0i1(0a0kb — Okadjn)+
+ 05k (0iad1 — 01a0ip)
= 10 (Mij)ap + 01(Mpi)ap + 0t (Mjr)ap + 05k (Mir)ap)
= —1(0i My + 05 My, — 6 M — 61 Mit) ab,

ou seja,
[Mij7 Mkl] = _Z(aiijl + 5leil~c — 6ilek — 5]1@le) (213)

2.2.1 Geradores do grupo SO(3)

Considere o grupo que mantém a quantidade x? + y? + z? invariante no espaco
Euclidiano tridimensional, E5. Os vetores em F3 sdo matrizes coluna. Matricialmente, a
rotacao do eixo x;, ¢ = 1,2, 3, em torno da origem, atuando em FE3 pode ser representada

COMmo:
1 0 0 cosfy 0 —sinb,
R(#;) =10 cosf; sinb, | , R(63) = 0 1 0 :

0 —sinf; cosb, sinf, 0 cosb,
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cosfl; sinf; 0
e R(3) = | —sinfl3 cosfs 0] . (2.14)
0 0 1

Usando a defini¢do (2.2) nas matrizes acima, obtemos,

0 0
0 1 0 0], (2.15)
0 0 0
trés matrizes 3 X 3 independentes, antissimétricas, e que formam uma base no espaco de
todas matrizes 3 x 3 antissimétricas. Ou seja, toda matriz antissimétrica A,, pode ser

escrita como:
Awp = i(li)ab a; € C. (2.16)
A representacao matricial dos geradores infinitesimais (2.15) pode ser expressa como:
(L) jk = —€iji, (2.17)
com €5, o tensor antissimétrico definido por

1, seijk = 123,312,231,
€k =4 —1, seijk = 132,213,321. (2.18)

0, se ijk = resto.

O comutador dos geradores (2.15) pode ser expresso como:

(i D = Ll — Uil = L)k ()t — (1) ke (L)

= —€ikm€iml + €ikm€iml = —Emik€mlij + EmjikEmli
= =010k + 0;i0ki = —€mij€mik = €ijmEmik
= (Zeijmlm)kh
ou seja,
[lz‘, l]] = ZGijmlm‘ (219)

A algebra de Lie (2.19) corresponde a algebra so(3) e ¢é localmente isomérfica a
algebra su(2), portanto so(3) ~ su(2). Os elementos de SU(2) consistem de todas as
matrizes unitérias 2 x 2 com determinante 1. A estrutura de SU(2) é essencialmente a
mesma como a de SO(3) exceto que para cada rotacao existem duas rotagoes em SU(2),

uma com sinal positivo e a outra com sinal negativo.
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2.2.2  Geradores do grupo SO(4)

O grupo SO(4) possui seis geradores que sao definidos como

com i, j, k= 1,2,3. A partir de (2.8) as matrizes acima sdo dadas explicitamente

por
0 0 0O 00 — 0 0 + 00
0 O 0 0 0 0 - 0 00
L1 = 5 L2 = , € L3 = ! (221)
0 — 0 1 0 0 0 000
0 0 0O 00 0 0 000
0 0 « 0 00 00 0
0 00 0 0 00 0
Kl = R KQ = , € K3 = (222)
0 00 0 — 0 00 ?
- 0 00 0 0 0 00 — 0

Usando as relagoes de comutagao (2.13) para as matrizes Mg, a relagdo de comu-

tagao dos geradores L e K ¢ dada por
[Li, L;] = €Lk [Li, K] = 1€, K, (K, K| = e, Ly, (2.23)
e os geradores K nao formam um grupo. Definindo os seis pardmetros 6;; em (2.10),
my = b3 my = O3 mg = 012 ki =014 ky = 04 ks = 034, (2.24)

e usando as equagoes (2.8), (2.10) e (2.24), a matriz A pode ser expressa em termos dos

geradores L e K, com m = (mq, ms, m3) e k = (ky, ko, k3),
A(m, k) = exp (vm; L; + 1k; K;). (2.25)

Para a construcao das representagoes do grupo SO(4), combina-se os geradores L e K

como:
1 1
cujos parametros sao definidos por,
fi=m;+k; gi =m; —k; (2.27)

e a matriz (2.25) pode ser representada em termos de F; e G; como:

A(f,g) = exp (ofi i +19:Gy), (2.28)
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satisfazendo as relagoes de comutacao:
|F;, Fj| = 1€, Fy, Gy, G;] = 1€;,Gy, [F;,G4] = 0. (2.29)
Devido a ultima rela¢ao de comutagao (2.29), a matriz (2.28) pode ser escrita como:
A(f, g) = exp (¢fi F;) exp (19;G;). (2.30)

Note que as matrizes F; e GG; formam, separadamente, a dlgebra so(3), eq. (2.19). Isto

mostra que a dlgebra do grupo SO(4) é isomorfica ao produto direto so(4) ~ su(2) @ su(2).

2.2.3 Representacio Unitaria da Algebra su(2)

Considere os geradores L; do grupo de rotagao SO(3), que obedecem & algebra
(2.19)
[Li7 LJ] = ZeijkLi' (231)

Pode-se encarar L; como operadores sobre um espago de Hilbert, cujos vetores (represen-

tando estados quanticos) denotamos por |j, m). Define-se um novo operador L?,
L*=L,L,+ LyL,+ L.L, (2.32)
que comuta com cada L, (n =1,2,3).
[L?, L;] = 0. (2.33)
E fécil ver que para i = 3,

[LoLy+ LyL,+ L.L.,L.] = Ly[Ly, L.] + [Ly, L.] Ly + Ly[Ly, L.] + [L,, L. L,
= 0’

o mesmo vale para i = 1 e 2, e em forma mais compacta [L?, L;] = 0.

Autoestados simultaneos de L? e de uma componente L; podem ser encontrados
— somente uma componente L; pode ser escolhida, uma vez que as componentes nao
comutam entre si. A componente L, foi escolhida. Sejam \ e m os autovalores de L? e L,

respectivamente,

L* |\, m) = X\, m) (2.34)
L, |A\,m)=ml|\m). (2.35)

E mais f4cil trabalhar com os operadores nao Hermitianos
Ly=L,%:L,, (2.36)

para determinar os valores para A e m.
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Esses operadores satisfazem as relagoes de comutacao

(L., L.]=2L, (2.37)
(L., L. ==+L, (2.38)
[L?, L] =0, (2.39)

e seu produto pode ser expresso como:

LiLy = (Ly +1Ly) (L, F1Ly) = L2 + L2 F (Lo Ly — Ly L)

Lile=1?—L?+:L,. (2.40)

Atuando L, em (L |\, m)),

Lz(L:I: |)‘7m>) = ([Lza L:I:] + L:ELZ) |)‘7m>
— (m+1)(Le [N\, m)); (2.41)

logo, L+ muda o autovalor de L, por uma unidade, entretanto, ndo muda o valor de L?,

L*(Ls |A,m)) = Le(L?|A,m))
= ML |\, m)). (2.42)

Suponha a aplicagao de L, sucessivamente n vezes sobre os autoestados simultaneos
de L? e L,. Assim ¢ obtido um outro autoestado de L? e L., com o autovalor de L,
aumentado por n enquanto L? possui o mesmo autovalor.

Como o valor esperado de L* é (L?) = (L2)+(L2)+(L?), com (L?) = (A, m|L3|\, m) =
(Lz(A,m)|Le(A,m)) > 0 (identicamente para L,), entdao, A = (L2) + (L7) +m* > m? Ou

seja,
A >m? (2.43)

Como, m? < X; logo |m| é limitado. Mas toda vez que se atua com L., |m| aumenta.

Portanto tem que haver um autovalor m,,.. tal que
Ly |\, M) =0, (2.44)
e pela equagao (2.40), obtém-se o autovalor maximo My, de m,

(L* — L? — L) |\, Mpae) = 0
A — mfnaw — Mynaz = 0

A = Mpae(Mimaze + 1). (2.45)
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Similarmente, tém-se o autovalor m,,;, quando
L [\, Min) = 0, (2.46)
e conclui-se que
A = Mypin (Mppin — 1). (2.47)
Comparando a equagao (2.45) com a (2.47), a tnica solugao possivel é
Mmaz = —Mamin- (2.48)

Aplicando L_ sucessivamente n vezes sobre |\, Myaz),

Mpmaz = Mmin + N, (249)

e substituindo (2.48) em (2.49),

n
mar — ~-° 2.50
Mimas = 5 (2:50)
Definindo M0 = 7,
n

= — 2.51
i=3 (2.51)

sendo j um numero inteiro ou semi-inteiro.
O valor méximo do autovalor de L, é j. A equagao (2.45) implica que os autovalores de

L? sao dados por
A=j(j+1). (2.52)

Evidentemente os autovalores de L, sao m, sendo que m vai de —j a j em n passos inteiros.

Em termos de |j, m), os auto-estados simultaneos de L? e L, podem ser escritos como

L2|j,m) = j(j +1)|j,m) , j=0,3,1,3 ... (2.53)

A representacao de SO(3) equivale apenas aos valores inteiros de j. Os valores
semi-inteiros em (2.53) sdo devidos ao fato de que SU(2) é uma extensao central de SO(3).
(FRAMPTON; KEPHART; ROHM, 2009)
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2.3 O Grupo de Lorentz Restrito

Para dois referenciais em movimento relativo ao longo do eixo !, a transformacao

de Lorentz que os relaciona é:

2" = y(2° — Bz') = 2% coshu — 2" sinh u (2.55)
2"t = y(2' — B2%) = 2’ coshu — 2°sinh u (2.56)
2% = 2? (2.57)
2" = 2?, (2.58)

onde v = (1 — 3?)71/2, B =v/c, tanhu = 3, v é a velocidade relativa dos referenciais.

O grupo SO(3,1) é chamado de grupo de Lorentz. As transformacoes de Lo-
rentz homogéneas sao transformagcoes lineares continuas A sobre as coordenadas de um

quadrivetor,
at — 2 = A (2.59)
preservando a norma,
(a%)? = (2")* = (") = (&")* = 2" gua”, (2.60)

onde g,, ¢ a métrica de Minkowski, i = 1,2,3, para as trés coordenadas espaciais, e

u=0,1,2 3, para as coordenadas quadridimensionais do espago-tempo.

A transformacao de Lorentz homogénea mais geral é uma transformacao linear
" = At (2.61)
os coeficientes da transformagao A”, sao todos reais. A invaridncia requer que
), = (N a?) (NS 1) = NN T2l ey = at'ay, & AN = ATPA,, =07, (2.62)
Pode-se escrever a expressao acima na forma
MNyguph’s = g0 & ATgh = g, (2.63)

sendo det A = £1, e a inversa de A ¢ dada por (A™1)* = A,*. Uma transformacao de

Lorentz com determinante +1 é dita propria, e é dita improépria se o determinante é —1.

Tomando v = 0 = 0 em (2.63), obtém-se
1= goo = Mogupl\o = (A%)* — (Alo)* — (A%)* — (A%)?, (2.64)
ou seja,

(A%)% = 1+ (A'g)* + (A%0)* + (A%)?, (2.65)



Capitulo 2. Grupos, Algebras e Representagoes 29

e finalmente,

AOO Z —I—l, ou AOO < —1. (266)

As transformagdes com A% > +1 sdo ditas ortécronas (preservam o sentido do tempo).
As transformagoes com A% < —1 sao ditas nao-ortécronas (invertem o sentido do tempo).
O conjunto das transformagoes proprias e ortocronas sao chamadas de transformacoes de
Lorentz restritas, e forma um subgrupo chamado de grupo de Lorentz restrito. (LEMOS,

2007)

O grupo de Lorentz restrito é um grupo de seis parametros continuos, sendo trés

das rotagoes no espago-tempo em torno dos eixos x;, descritos em (2.15), e escritos como

000 O 0 0 00 00 0 O
000 O 0O 0 O 00 — 0
Ly = ;o Lo = ' ;e Lz= ' ;o (2.67)
00 0 —2 0O 0 00 0
00 2 O 0 — 0 0 00 0 O

e os outros trés devido as transformacoes de referenciais inerciais, denominados boosts, ao

longo dos eixos ;. As matrizes para os boosts de Lorentz sdo dadas explicitamente por

0 — 0 0 0 0 — 0 0 00 —
— 0 0 0 0 0 0 0 00 O
K=" Ky = Lo Ky= (2.68)
0 0 00 — 0 0 0 0 00
0 0 00 0 0 0 — 0 0 O
Esses geradores satisfazem a seguinte algebra
[Li, LJ} = ZEZ‘jkLk, [L“ KJ] = ZGiijk, [KZ, KJ] = —ZEijkLk. (269)

Os boosts de Lorentz, juntos, ndo formam um grupo. Analogamente a representagao (2.20),

os geradores L e K do grupo de Lorentz restrito sao relacionados pela matriz M* como
L' = 1% My, K'= M", (2.70)

e as matrizes do grupo de Lorentz assumem a forma
A = exp (e6,, M""). (2.71)

Para a construcao das representagoes do grupo SO(3,1) complexa-se os geradores L e K

como
1 1
satisfazendo as relagoes de comutacao

Note que as matrizes A; e B; formam, separadamente, a dlgebra so(3), eq. (2.19). Isto mostra

que a algebra do grupo de Lorentz é isomorfica ao produto direto so(3,1) ~ su(2) ® su(2).
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3 Simetrias e Leis de Conservacao

3.1 Introducao

Matematicamente, uma func¢ao f das coordenadas e velocidades generalizadas é

uma constante de movimento se

Y (it =0 (3.1)

Frequentemente nao conhecemos a solugao exata das equagoes de movimento. Mas gragas
as constantes de movimento, podemos obter informagoes importantes quanto a natureza

do problema estudado, sem a necessidade da resolucao completa do problema dinamico.

Seja ¢; uma coordenada ciclica da Lagrangiana. A equagao (1.1) expressa em termos

do momento conjugado (1.2), reduz-se a

dp;
dt

—0, (3.2)

isto é, o momento conjugado associado a uma coordenada ciclica é uma constante de

movimento. A altera¢do no valor de ¢; ndo modifica a Lagrangiana.

A auséncia de uma certa coordenada pode ser interpretada como uma propriedade
de simetria. As leis fisicas s@o invariantes sob operacoes de simetria. A existéncia de uma
relagdo entre as leis de conservagao e a invariancia dos sistemas fisicos sob operacoes de

simetria na dinamica Lagrangiana ¢é estabelecida pelo teorema de Noether.

3.2 As simetrias geram cargas conservadas

Considere um sistema dindmico descrito pelas equagoes de movimento obtidas a
partir da acao:
ty .
Suponha que S seja invariante sob um conjunto de transformacoes de variaveis
dindmicas

q(t) = ¢'(t) = fla(1),4(1), (3.4)

onde f(q(t),q(t)) é um funcional de ¢(t). Tais transformagoes sdo denominadas transfor-

magoes de simetrias. Para uma transformacao infinitesimal de simetria, a diferenca

dq(t) = q'(t) — q(t), (3-5)
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¢ denominada variacao de simetria, e possui a forma geral:

dq(t) = ex(q(t),q(t), 1), (3.6)

sendo € um parametro infinitesimal arbitrario.

A conexao entre invariancia e quantidades conservadas na dindmica Lagrangiana é
estabelecida pelo teorema de Noether, desenvolvido a seguir. Sejam T e €2; duas fungoes

conhecidas de varidveis reais. Considere a transformacao infinitesimal:

t—t' =t+eY(q(t),1) (3.7a)
i(t) — qi(t") = ai(t) + eQulq(t), 1). (3.7b)

A agdo permanece invariante sob essa transformacao, se
t dq.(t’ t dg;(t
5S=/fL q(t), ail >,t’ dt’—/fL (1), Q(),t dt = 0. (3.8)
ti dt/ ti dt

Derivando (3.7a), temos

dt’ - dt .
E—l-l-GT, @—1_€T; (3.9)
e também, derivando (3.7b),
dgi(t') _ dt dgi(t') _ e
g s (1 —€Y)(g; + €2) = ¢ + €y, (3.10)
onde ®; = QZ — q,T Assim, a invariancia da acao,
t ) t
58:/fL(qZ-+eQi,q,-+e<1>l-,t—|—eT)(1+eT)dt—/fL(qi,q,-,t)dt (3.11)
t; i
tr (OL oL oL .
= — Qi+ —&;,+ —T + LY |dt =0, 3.12
E/ti <8qi Tttt > (3.12)
¢é condicionada por:
oL oL , - - oL .
— i+ —(—¢V)+—"T+ LT =0. 3.13
oSt G = ) + T (313)

Através da equagao de Lagrange (1.1), a equagdo acima pode ser reescrita na forma

a

7 <8L(Qi — @) + LT) = 0. (3.14)

94
O teorema de Noether enuncia que para um dado sistema mecanico com n graus de

liberdade, se a agao é invariante sob a transformagao (3.7), entdo a carga

L
C = gq(Qi —¢Y)+ LT, (3.15)

é constante do movimento. (LEMOS, 2007)
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3.2.1 Invariancia sob translacoes temporais

Considere uma Lagrangiana que nao depende explicitamente do tempo. As trans-

formacoes infinitesimais associadas sao:
t'=1t—c¢, (') = z(t). (3.16)
Sob essas transformagoes, as coordenadas transformam-se como:

o (t)

2'(t) —x(t) = x(t' +€) — x(t)
= a(t') + ex(t') = ei(t). (3.17)

A variacao de simetria da Lagrangiana assume a forma:

0L = L('(t), &'(t)) — L(x(t), &(t))

oL oL
= — — Nl
85$()+85$() (3.18)
Inserindo (3.17) em (3.18), e usando (1.1),
oL oL .\  dL
0L =€ <(9x (t) + axx(t)> = e (3.19)
A carga conservada para esta transformacao torna-se:
Q= a—Lx L(z, 1), (3.20)

e reconhecemos a expressao (3.20) como a Hamiltoniana (1.3) do sistema.

3.2.2 Invariancia sob translacdes espaciais

Sob uma translagao espacial as coordenadas z; transformam-se como:
/

sendo ¢; um pardmetro infinitesimal. A partir de (3.6) as translagoes infinitesimais tomam

a forma:
e, sob essas transformagoes, a Lagrangiana transforma-se como:

0L = L(x;(t), &(t),t) — L(xi(t), &(t), t)

?e

oL oL
o, x; 8:@6 0 (3.23)
A variacao de simetria da Lagrangiana assume a forma
d (0L d (0L
0L = — | —06x; | = — i .24
dt (azizv> dt <a¢i>6 (3.24)
Comparando a expressao acima com (1.2) a carga conservada para cada componente x;,
oL
i = ) 3.25
Pi =5 (3.25)

é simplesmente o momento candnico conjugado.
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3.2.3 Invariancia sob rotacoes

Sob rotagoes, as coordenadas x; transformam-se como:

w;(t) = Riya;(t), (3.26)
sendo R;; uma matriz ortogonal 3 x 3. Para transformacoes infinitesimais,
Rij = 51’3‘ - Gijkek, (3-27)
sendo 6, um parametro infinitesimal, as rotacoes infinitesimais assumem a forma:
dx; = =015, com 0, = €10k (3.28)
A Lagrangiana transforma-se como:

SL = L(z\(t), #.(t), 1) — L(xs(t), @:(t), )

y e

oL 0L _d (0L
d oL
~d (ax ‘”’”‘) & 0

Usando a defini¢ao do momento canénico (1.2), a equagao (3.29) toma a forma:

d d
%Ll = ﬁ(ﬁi]’kﬂijpk), (331)

e as cargas conservadas sao as componentes do momento angular.

3.3 As cargas conservadas geram simetrias

As cargas conservadas H, L;, p, podem ser usadas para gerar as transformacoes

de simetria, das quais foram derivadas.

Para uma Hamiltoniana da forma:

H(z,p) = p—2 + V(x), (3.32)

2m
o paréntese de Poisson de H com z toma a forma

1
H oz} = —p; = & 3.33
{H i} = —pi =i (3.33)

A carga associada a invaridncia do sistema sob translagoes temporais, é por defini¢ao

(3.20), a Hamiltoniana, e

dz(t) = e{H,z(t)} = ei;(t). (3.34)
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A carga associada a invariancia do sistema sob translagoes espaciais, é por defini¢ao

(3.25), o momento candnico, e

A carga associada a invaridncia do sistema sob rotagoes espaciais, é por definicao

(3.31), o momento angular, e

0w = 0{Li, ;(t)} = —€ijibir. (3.36)

Dado um conjunto de cargas conservadas () descrevendo leis de conservacao para um
dado modelo da mecénica classica, pode-se definir a partir das transformacoes infinitesimais

de xz;, p; e t as leis de conservacao na forma
0x; = {Qk, TifCr, opi = {Qx, pifcr, (3.37)

sendo ¢ os parametros infinitesimais das transformacoes.
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4 O vetor de Laplace-Runge-Lenz

4.1 Uma nova simetria no problema de Kepler

A Lagrangiana para o problema de Kepler,
m K
L=—_—i"+-. 4.1
2 T (4.1)
onde k = Ze?, é invariante sob rotacdes e translacdes temporais, e como consequéncia sua.

energia e momento angular sao conservados:
L={Ly,H} =0, H={H H}=0. (4.2)

Entretanto L, e H nao sao todas as simetrias do problema de Kepler. Existe mais uma
carga conservada que decorre de uma simetria dindmica (ndo associada a uma simetria do

espago-tempo) denominada vetor de Laplace-Runge-Lenz!,

1 K
Ay = —€rmpiLm — — 7. (4-3)
m r
As transformacoes (3.37) que as cargas conservadas A geram, assumem a forma:
1 2 1
or; = {Ak, Ti}Ck = <pl’f’l5ki — —PiTk + ’f’z'pk) Ck, (443)
m m m
3K 1 T
opi = { Ak, piter = (<2H + r) Oki — PPk~ fi?n;) Ck- (4.4b)

Ao contrério das transformagoes do espaco (e do tempo) correspondentes, por exemplo, as
simetrias do grupo de Lorentz — i.e. as simetrias de rotagao, boosts, etc. —, as transformagoes
(4.4) envolvem explicitamente os momentos e sdo portanto transformacoes de simetria
do espaco de fase como um todo. Esse tipo de transformacao, que da origem ao vetor de

Laplace-Runge-Lenz como carga conservada, é chamada de simetria dindmica.

O espectro de muitos operadores Hermitianos pode ser determinado e estudado
por meio dos métodos algébricos da teoria de grupos. Aqui o interesse é pelos métodos
que envolvem as algebras de Lie no problema do atomo de Hidrogénio, mas também
existem problemas bastante interessantes similares a este, como o problema do oscilador
classico isotrépico. Os auto-espagos que correspondem aos elementos do espectro, podem

ser identificados como representagoes unitarias.

Esse método contém alguns aspectos interessantes do problema de degenerescéncia,
uma vez que a multiplicidade da representacao é igual a degenerescéncia espectral, no
caso de um espectro discreto. Em muitos casos uma degenerescéncia surge sem motivos
obvios. Entretanto essas degenerescéncias nao sao acidentais, mas elas ocorrem devido a

uma certa simetria oculta do sistema. Logo, o sistema é naturalmente degenerado.
1

No Apéndice A encontra-se a demonstragdo da conservacao de L e A.
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4.2 Algebra das simetrias do problema de Kepler

A Hamiltoniana H e a componente L; do momento angular formam a algebra

fechada

e a componente A; do vetor de Laplace-Runge-Lenz forma a dlgebra completa

2H

{Li, A} = em A, {AL A}y = —qumLm. (4.6)
O vetor de Laplace-Runge-Lenz satisfaz as relacoes:
2H
A L=L-A=0, |A]> = —L* + K% (4.7)
m

assim existem cinco quantidades conservadas no problema de Kepler. Em outros potenciais
centrais, em que nao hé conservacao de A, existem apenas cinco cargas: as trés componentes

de L, e a energia E.

Podemos encontrar outra relagdo entre L e A. Tomando o produto interno de A e
um vetor radial r,
1
A-r=Arcosf = —r- (p x L) — xr, (4.8)
m

mas, a partir da relacao
r-(pxL)=L-(rxp)=L%

podemos reescrever a equagao (4.8) como

1 mk <A0059 N 1) . (4.9)

r L2 K

Sendo A uma constante, a cada rotacao de nm, n € Z, corresponde a mesma coordenada

no espaco. Portanto a orbita é fechada no problema de Kepler.

Como os parénteses de Poisson da Hamiltoniana com todas as cargas conservadas

desaparecem, os operadores A, podem ser redefinidos como:

[ m

para os estados continuos (H = E > 0). A algebra completa das simetrias do problema

classico de Kepler toma a forma:
{My, Mi} = —€pim Lo, {Li, My} = €irm M, {Li, L} = €igmLim, (4.11)

que coincide com a algebra do grupo de Lorentz (2.69).
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Para os estados ligados, com energias negativas, pode-se definir:

~ [ m

{ My, Mi} = €pimLm, {Li, M}.} = €3 My, {Li, Ly} = €itomLim, (4.13)

e a algebra completa toma a forma:

que coincide com a algebra (2.23), do grupo SO(4).

4.3 Simetrias do Atomo de Hidrogénio

Na mecanica quantica, para o problema nao-relativistico do 4&tomo de hidrogénio,
o operador andlogo ao vetor de laplace-Runge-Lenz (4.3) deve ser Hermitiano, e portanto,

1

" 2m

A (pxL—Lxp)— k- (4.14)
T

Podemos escrever o operador correspondente ao vetor de Laplace-Runge-Lenz como:

1 Zi
A= %(fijkpj[/k — €ieLjpr) — r
1 Z;

= %(eijkpjl/k — €ijkpel; + €k, Lj]) — K
1 z,

= %(Eijkpj[/k - €¢jkpij - ZGz’jkEjkmpm) - fi7
1 x.

7
= 7(5ijkijk - Z5¢mpm) —R—,
m r
e de forma mais compacta,

1
A=—(pxL—-p)— /4;;. (4.15)

m
Apoés algumas relacoes de comutacao 2,
2 2H 2
[A,H| =0, A-L=L-A=0, |AlI“=—(L"+ 1)+« (4.16)
m

Portanto, as relagoes classicas (4.7) continuam validas e temos ainda cinco cargas conser-
vadas.

Os seis operadores momento angular e vetor de Laplace-Runge-Lenz consistem em

15 relagdes de comutacao de permutagoes ciclicas:

[Li, Lj] = a5, L., (4.17a)

[Li, Aj] = 1€ijuAr, (4.17b)
2

[Ai, Aj] = _EZHeijkLk (4.17c)

2 No Apéndice B encontram-se algumas deducdes relevantes das propriedades algébricas desta secio.
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Sozinho, o operador momento angular forma uma élgebra fechada, gerando o grupo SO(3).
Os operadores momento angular e vetor de Laplace-Runge-Lenz, ndo formam uma algebra
fechada — a nao comutatividade de A, significa que as quantidades A,, A,, A, nao podem

simultaneamente ter valores definidos na mecénica quantica. (LANDAU et al., 1958)

Entretanto como a Hamiltoniana H independe do tempo e comuta com L e A,
assim podemos trabalhar com um subespaco do espaco de Hilbert que corresponde a um

autovalor particular da energia E' da Hamiltoniana H.

Para o espectro continuo (F > 0), é conveniente substituir A por

~ m
M=,/—A 4.18
VapA (418)

e a algebra completa dos operadores (4.17) coincide com a algebra do grupo de Lorentz.

Para o espectro discreto (E < 0), é conveniente substituir A por

m
M=,/—A 4.1
5 (4.19)

Agora os seis geradores L e M, se combinados, formam a dlgebra so(4). Partindo das

representagoes do grupo SO(4), definimos:

1 1
cujas relagoes de comutacgao sao:
(£, 1j] = e (4.21)
(K, K] = 1€ Ky, (4.22)
ILH =K, H =0 (4.23)
[I,K] = 0. (4.24)
Assim, I e K constituem, cada, uma algebra su(2), com os autovalores
I =j5,(jr + 1), K? = jk(jx + 1), Jrik =0,3,1,3, ... (4.25)
Existem agora dois invariantes
1
CE[2+K2:§(L2+M2), C'=I-K*=L-M, (4.26)

que comutam com todos os geradores infinitesimais. Uma vez que L e M sado ortogonais, a
segunda equacao (4.26) resulta C" = 0, e estamos lidando somente com a parte de O(4) na
qual I? = K? (SCHIFF, 1947). Assim j; = jx = j, e os possiveis valores do operador C

sao

C=2j(j+1), j=0,3,1,3 ... (4.27)
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A origem da degenerescéncia é oriunda do fato de que j; = jx = j, devido a relacao
L-A =0. A terceira equagao (4.16), junto com (4.19) e (4.26), resulta em

1 m 1 mxk?
=-(L?-—=A4)= > —
¢ 2< 2k ) 2 4E’
com a expressao (4.27),
2
mk
F=————Q. 4.28
2(25 + 1)? ( )

A tnica restrigdo fisica é que L? = [(I+1) tenha apenas valores inteiros de [. Mas desde que
L = I+K, pode-se ter qualquer valor variando de |j; — jx| = 0 para j;+jx = 2jk =n—1

por passos inteiros.

Se 27 + 1 ¢é identificado como o ntimero quantico principal n, pode-se reconhecer

uma expressao familiar para os niveis de energia em (4.28).

Com n tomando qualquer valor inteiro de 1 a oo, e j tomando qualquer valor

0, %, 1, %, .... Como L = %(L +M) + %(L — M), para um dado n = 2j + 1, os possiveis

valores de L sao 0,1,2,...,27, e isto mostra que a degenerescéncia dos niveis de energia é
igual a:

2j

d(20+1) = (25 +1)* =n? (4.29)

=0

e a equagao (4.28) escreve-se como:

2
me

Note que sem fixar j; = jg, os niveis de energia tornam-se

m/£2

B = Sy D)@+ 1) (4:31)

e nao sao degenerados.

Esse método de encontrar os niveis de energia do atomo de hidrogénio a partir das
simetrias do problema de Kepler foi usado por Pauli simultanea e independentemente do
tratamento de Schrodinger baseado na equagao de onda. (BANDER; ITZYKSON, 1966)
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Conclusao

O estudo de simetrias dinAmicas na mecanica quantica constitui uma vasta area
da fisica tedrica (BARUT, 1972) (WULFMAN, 2011). O problema considerado nesta
monografia trata de apenas um exemplo — o mais notério, o potencial de Coulomb — da
utilizagao de representacoes unitarias de grupos de Lie para a construcao dos espagos de

Hilbert de problemas de mecanica quantica independentes do tempo.

Outros casos relevantes destes métodos algébricos podem ser encontrados, por
exemplo, na chamada mecanica conforme e na descricdo de um conjunto de osciladores
quanticos. A mecanica conforme em uma dimensao é descrita por um potencial V (z) = g/x?,
e se mapeia na representacdo do grupo O(2,1) (ALFARO; FUBINI; FURLAN, 1976)
(GONERA, 2013). J& o espectro de um conjunto de n osciladores quénticos se relaciona

com o grupo dindmico U(n).

Varios outros exemplos existem, mas que nao se relacionam com teorias fisicas
particularmente importantes. Na verdade, em geral, construcgoes similares a desenvolvida
nesta monografia sao possiveis para todos os grupos de Lie classificados por Cartan
(BARUT, 1972), ou seja: a construcao de espagos de Hilbert — a determinac¢ao de um
conjunto completo de operadores que comutam, seus autoestados e respectivas fungoes de
onda — ¢é efetivamente equivalente a construgao do espago de representacoes unitarias de

grupos de Lie.

Os métodos algébricos que resultam desta correspondéncia entre a teoria de re-
presentacoes e a mecénica quantica proporcionam uma ferramenta poderosa de resolucao
de problemas —, mas nao s6 isso. Mais do que isto, proporcionam o entendimento de
aspectos fisicos fundamentais. No caso do potencial de Coulomb, a existéncia do grupo
de simetria SO(4), devido ao fato que o vetor momento angular é ortogonal ao vetor de
Laplace-Runge-Lenz, maior que o grupo SO(3) associado apenas as rotagoes espaciais,
que explica a degenerescéncia dos valores medidos em laboratério para a energia do atomo
de hidrogénio. Por fim, a propria existéncia da relacdo entre representacoes de grupos
e espacos de Hilbert, por si 86, revela uma faceta diferente da estrutura da mecanica
quantica, um aspecto profundo da sua natureza tedrica — e, portanto, da natureza real do

universo em que vivemos.
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APENDICE A - O vetor de

Laplace-Runge-Lenz

Na mecanica classica, uma forca cuja magnitude depende somente da distancia
r da particula a origem, e ¢ dirigida ao longo do vetor que caracteriza essa distancia, é

denominada forga central, e pode ser representada como

_® oyt P, (A1)

F(r) = dt r

onde r = |t|. Devido a essa particularidade, pode-se obter algumas propriedades bastante
interessantes. Primeiro, como torque 7 de uma forca central relativo ao centro de forca,

escolhido como origem, é nulo,
T=rxF(r)t =0, (A.2)

também o torque pode ser representado como

dL

= —. A3
T= (A.3)

Por definicdo, o momento angular da particula é
L=rxp, (A.4)

com p = mr. Conclui-se que 7 = 0, portanto o momento angular de uma particula numa

forga central é uma constante de movimento.

Uma forca central é conservativa, e pode-se expressa-la em termos da energia
potencial V (r),
F(r)=-VV(r). (A.5)

Uma forga central que varia em intensidade com o inverso do quadrado da distancia, pode

ser escrita como
K
F = ﬁr, <A6>
onde k é uma constante. Sendo a forga (k > 0) atrativa ou (k < 0) repulsiva. A energia

potencial correspondente é
K

V(r)=—. (A.7)
r
Chama-se problema de Kepler o problema de dois corpos que se atraem mutualmente. Para
(A.7), pode-se representar a energia potencial para o problema de Kepler, com (k > 0)
como

Vir)=-— (A.8)

K
r
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A segunda lei de Newton para problemas de forca central pode ser escrita vetorialmente a

partir de (A.1) como

r
R
p=F(r)",
e o produto vetorial de p com o vetor momento angular pode ser escrito como
F
pxL= "0 )
r
mE(r)

= (e ) — %)

entretanto, pode-se reescrever (A.10) notando que

_li( )i
ri=g () =r-t

Como L é uma constante, pode-se escrever (A.10) como

Z(p x L) = —mF(r)ert(D.

Para o potencial de Kepler, a substituigdo de (A.8) em (A.12) torna-se

d d k
a(P x L) = a(m r),

r

e pode-se ver facilmente a existéncia de outro vetor conservado A definido por

pxL &

A:

m r

O vetor A ¢é conhecido entre os fisicos como vetor de Laplace-Runge-Lenz.

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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APENDICE B — Relacdes de comutacio

B.1 Definicoes

1.

2.

h=1.
Operador momento angular: L =r X p, onde p = —:V.

r e p sao operadores vetoriais, e o produto de quaisquer dois operadores vetoriais é

um operador vetorial.

[zi, 2] = 0, [pi, ps] =0, [pi, 2], = —104. (B.1)

[Li, 5] = €iab|TaDy, T5] = €iabTalPy, Tj] = €iabTa(—21)0bj = €qaijTa- (B.2)
Quaisquer trés operadores vetoriais satisfazem,
A-(BxC)=(AxB)-C. (B.3)
Prova.
A - (B xC) = A,(;B;Cr) = (erijA:B;)Cr = (A x B) - C.
Qualquer operador vetorial A satisfaz,
AXxL=-LxA+2A. (B.4)

Prova.

(A x L); = €5 A; L = e (LiA; + [Aj, Li))
= €ijn LA + 165564516 A4
= e LiAj +1(26;9) A,
= —€ipjLiAj + 21A;.

Note que L x L =2L.
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7.
r-L=L-r=0, (B.5
p-L=L-p=0. (B.6)
Prova. Usando a eq. (B.3) eo fatode quer xr=0e p x p =0,
r-L=r-(rxp)=(xr)-p=0=L-r,
L-p=(rxp)-p=r-(pxp)=0=p-L
8. O operador de Laplace-Runge-Lenz,
A (pxL-Lxp)—rt (B.7)
= — — — k— )
2m ‘P p r’
¢ um operador vetorial.
9. Hamiltoniana do d4tomo de Hidrogénio,
Pk
H=——— B.8
2m r (B8)

B.2 Algebra

Partindo das defini¢coes dadas na se¢do B.1, pode-se determinar a algebra para o

problema do atomo de Hidrogénio.

1. Ortogonalidade ente A e L.

Considere:

r 1 1
L.t oL Lo)+(r-L)=0
Co e @ e =0
(pxL)-L=p-(LxL)=1p-L=0,
1
' L="r L=
r r

Pode-se ver facilmente que A-L=L-A =0.

2. O operador A2

O operador A? consiste de 9 termos, 4 dos quais sao dados abaixo.

Considere:

(pxL)-p=p-(Lxp)=p-(—px L+2p)=2p?

2

1
Zr- L)= =
T (px L) o
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(px L) - (p x L) = €ijr€arpiljpa Ly = piLjpiLj — piLjp;L;
= pi(piLlj — r1eiepr) Ly — pi(L - p) Li
=p*L* +(p x p) - L=p°L?

1 1 L? 1
(pr)-r;:(—pr—|—2zp)-r;:——|—2zp-r;

,
L2 2
=tV r;:—+2(3+r V)-
L? 2 24 2
= —+4+2(-+-r-p)=—+-+—r-p
roor roor
Assim,
A2:((pr—zp)—ﬁ;r)-((1(p><L—zp)—f<;)
r m r
1 5s P 2k 2
w2 w2 "
2 (p® K
_ £ L2 1 2
m<2m 7“>( T +s
2

3. Comutador de A com L.

1 T

[L;, Aj] = [Li: ﬂ(ﬁijPkLz —pj) — HTJ]
_ Skl LN S ]
— m [mekLl] om [Lzap]] R |:LZ7 r :|

T

1
= " a aL - - )
? (2m<€k bPalsb Zpk) K ,

= ZeijkAk~

4. H e A comutam.
Considere a identidade:

RX} R
€ijilj 5 ) = CikimTiPm | 1

R ;
= (5jl5im - 5jm5il>$lpm <Z7adj>

. Oq iy
=wp | — ——3 |-
T T
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Assim,
pipi k1 7
A = [0 e ) -
K 1 w |1 K T;
Ez]kL] y Pk — | = DPi| — 5| PP,
mi|r 2u

5. Comutador de A com ele mesmo.

Considere:

(L x p)i, ] = upip; — dip°). (B.9)

Prova.

(L % P)i, pj] = €avilLaPb, Dj] = €abilLas DjlPo
= 1€abi€ajkPkPb = Z(pipj - 5ijpkpk)-

Note que isso implica que [(L x p);, p;| é simétrico em 7 e j. E percebe-se facilmente

que
1 1
er[(P xL—Lxp),(pxL—-Lxp)|= ﬁ[(L x p)i, (L x p);].
Considere:
[(L X p)i, (L X p)]] = —Zeijkp2Lk. (BlO)
Prova.

[Aia (L X p)z] = €abj [Ai; Lapb] = GabjLa[Ai,pb] + €abj [Ai, La]pb
= 1€ap; La(DiDb — OibD”) — 1€abj€air ArDo
=L x p);pi — zeaiijLa —1A;p; = —zeaijp2La.
As duas equagoes acima satisfazem

20651, p2
m 2m

1
— (P xL—-Lxp),(pxL-Lxp)]= L.

4dm



APENDICE B. Relagées de comutagio

Para reduzir os dois tltimos termos de [A;, A;], introduz-se a seguinte notacao

. 1 T 1 ZT;
1371‘7:277712 |:(pXL—LXp)Z,—r:| +TW |:_7”<p><L_L><p)]
T 1 Tz
= o (@ 2]+ 5 [T @ xm].
Considere:
(L x r);z; — (L x )2, = r*(pizj — pjx;).
Prova.
6ijk<L X I’)i.ﬁﬂj = Tzﬁijkpi.’lfj
(01105 — 0irj0yri) (L X )i = (8ribyry — 170130 :) it
Considere:
Dy; = @EL;C.
m r
Prova.

[(L x p)i, %] = €abi (La |:pb7 xrj} + |:La7 fj} Pb)

1(zpj — r25bj)

Tk
= 6abiLa + Leabi€ajk 7pb

r3

) L, T,
= ﬁ(L X I')il'j — 'lEajiT + Z(Sbj(sikTPb

{ k T
= — (L xr)jz; + 1655— +1—py.
7”3( )Z J v r r

E percebe-se que,

2H
[Ai,Aj] = —Weijkl)k.
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