UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA



UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA

Buracos Negros Newtonianos e Relativisticos

Pedro Otavio Souza Baqui

Monografia de Conclusdo de Curso

Vitoria-ES
2014



Pedro Otavio Souza Baqui

Buracos Negros Newtonianos e Relativisticos

Monografia apresentada ao Departamento
de Fisica/CCE, Universidade Federal do
Espirito Santo, como parte dos requisitos
para obtencdo do titulo de Bacharel em
Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Sérgio Vitorino de
Borba Gongalves

Vitoria-ES
2014



Pedro Otavio Souza Baqui

Buracos Negros Newtonianos e Relativisticos

Monografia apresentada ao Departamento
de Fisica/CCE, Universidade Federal do
Espirito Santo, como parte dos requisitos
para obtencdo do titulo de Bacharel em
Fisica

Vitoria, 28 de fevereiro de 2014

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Sérgio Vitorino de Borba Gongalves — Orientador

Prof. Dr. Clisthenis Ponce Constantinidis

Prof. Dr. Fldvio Gimenes Alvarenga

Vitoria-ES
2014



A0s meus pais e a minha irma querida



Agradecimentos

Agradeco a minha familia por todo apoio, compreensdo e amor, aos meus grandes
amigos pelos momentos felizes e aos meus mentores por seus ensinamentos. Ao
professor Sérgio Vitorino pela oportunidade concedida a mim de trabalharmos juntos.
Agradeco também a todos que contribuiram de uma forma direta ou indireta para a
conclus&o desse trabalho.

Vi



Disciplina é liberdade.

Legido Urbana

vii



RESUMO

Em 1783 John Mitchell em uma carta enviada a Henry Cavendish da Royal
Society, escreveu a respeito de corpos celestes tdo densos que possuiriam uma
velocidade de escape maior do que a velocidade da luz, sendo assim toda luz emitida
por tal corpo nele ficaria aprisionado e por consequéncia ndo poderia ser visto. A
previsdo destes corpos baseou-se nas leis de Newton, na teoria corpuscular da luz e
ficaram conhecidos como estrelas escuras ou buracos negros newtonianos. A partir do
século XIX a teoria corpuscular da luz foi aos poucos sendo questionada, assim como
qualquer outro produto dela advinda, devido as experiéncias de Young e Fresnel a
respeito do carater ondulatério da luz. Entretanto, a partir de meados do século XX,
com a publicacdo da teoria da relatividade geral e com avangos significativos em
mecénica quantica foi possivel a previsdo de corpos que poderiam aprisionar luz, agora
distorcendo o0 espacgo-tempo, formando assim os chamados buracos negros
relativisticos. Em nosso trabalho estudaremos esses buracos negros classicos e
relativisticos analisando seu comportamento do ponto de vista tedrico a partir da teoria
desenvolvida por Newton e das equagbes de Einstein. A compreensdo do
comportamento de tais objetos é de grande importancia para se entender, entre outras
coisas, 0s modelos de evolucao estelar, os modelos cosmolégicos de evolugdo do nosso
Universo e a existéncia das ondas gravitacionais.

Palavras-chave: Colapso Gravitacional, Buracos Negros, Estrelas Escuras.
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Introducéo

De acordo com a teoria da evolucdo estelar, as estrelas possuem origem nas
nebulosas, nuvens densas no espago sideral compostas essencialmente de hidrogénio e
que podem ter dimensdes de anos luz. Em forma gasosa esses elementos se atraem
formando uma estrutura gigantesca chamada protoestrela que apo6s atingir certa
temperatura, em seu centro, devido & compressdo desse gas, inicia o processo de fusdo
transformando hidrogénio em hélio e hélio em elementos mais pesados, até a formacédo
de ferro, sempre liberando energia que nos chega através de ondas eletromagnéticas.

Né&o pertencendo a um sistema binario ou multiplo, a evolucdo de uma estrela
depende apenas de sua massa inicial.

Se a condensacao de hidrogénio se inicia com uma massa menor do que 0,8 Mo,
entdo seu ndcleo ndo alcancara uma temperatura suficiente para desencadear o processo
de fuséo. Estas séo conhecidas como ands marrons.

Se a estrela se forma com uma massa entre 0,8 e 10Mo, Seu centro consegue
atingir tal temperatura desencadeando o processo de fusdo do hidrogénio. Apos a
queima do hidrogénio, a estrela expandira passando pela fase gigante vermelha, super
gigante vermelha e ejetard uma nebulosa planetéria terminando sua vida como uma and
branca.

Se a estrela inicia com uma massa maior que 10Mo em algum momento de sua
evolugdo comegara a produzir ferro. A partir desse momento o processo deixa de liberar
energia para consumir, desequilibrando o estado estavel do corpo dando origem a uma a
uma explosdo que eliminara grande parte da matéria da estrela original. Essa exploséo é
chamada supernova.

A matéria remanescente da supernova dard origem a uma estrela de néutrons se a
massa inicial da estrela esta entre 10 e 25Mo. Se sua massa inicial é maior do que 25Mo
entdo a matéria remanescente se contraird até um ponto dando origem a um buraco
negro, um corpo celeste capaz de aprisionar a prdpria luz em seu interior. O buraco
negro mais proximo da Terra esta aproximadamente h4 1600 anos-luz [1].

AFigura 1 ilustra a evolugéo estelar discutida acima.

Objetos de muita curiosidade, os buracos negros sdo de grande importancia,



entre outras coisas, para um melhor entendimento das ondas gravitacionais. Sua coliséo
com outro buraco negro gera um sistema que temporariamente se torna fonte
significativa das ondas gravitacionais. Como tal, os buracos negros devem revelar muito
sobre a gravidade. A sua existéncia reforga a confianga nos modelos atuais de evolugao
estelar e cosmica, desde o Big Bang até o presente universo, além de possuirem alta

relevancia para um possivel entendimento das singularidades no universo.
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Figura 1: evolugdo de uma estrela segundo sua massa [2].

Os buracos negros séo conhecidos pela propriedade de atrairem para seu interior
tudo que estd em seu caminho como, por exemplo, estrelas e satélites naturais, e
também por ndo deixarem escapar nada de seu interior nem mesmo a propria luz.

Podemos langar um olhar newtoniano em cima do fendmeno de aprisionamento
da luz por corpos hipotéticos de densidade suficientemente grande. Isto nos levard a
algumas propriedades interessantes desses corpos, chamados buracos negros
newtonianos.

Por outro lado, e de forma mais correta, podemos obter uma versao relativistica
deste fendmeno de aprisionamento da luz. Encontraremos, entretanto muito mais
propriedades para tais corpos. Estes sdo chamados buracos negros relativisticos.
Caracterizados por massa, carga e rotacdo, qualquer informacdo além dessas sdo

perdidas ao adentrar o horizonte de eventos, regido que delimita buraco negro.



Ficaremos restritos aos estudos dos chamados buracos negros relativisticos de
Schwarzschild, corpos que possuem apenas massa, com rotacgao e carga nulas.

Também ficaremos restritos nessa monografia ao estudo dos fendmenos de
carater geométrico dos buracos negros. Fendmenos de carater astrofisico como a
evolucdo estrelar que dard origem tal estrutura, pode ser encontrado de uma forma
resumida em [2].

Comegaremos este trabalho desenvolvendo uma teoria newtoniana para o
fendmeno de aprisionamento da luz, j& sugerido por Mitchell/Laplace desde o seculo
XVIII, utilizando conceitos de fisica basica. Introduziremos o espaco-tempo de
Minkowski e veremos a influéncia da massa sobre o mesmo. Em seguida,
desenvolveremos uma teoria relativistica para o fenémeno de aprisionamento da luz.
Por Gltimo mostraremos como 0s buracos negros séo detectados.

O trabalho que se segue foi estruturado de forma que um aluno de graduacéo
possa desenvolver seus conhecimentos a respeito do assunto aqui abordado de maneira

facil e agradavel.



Capitulo 1

1. BURACOS NEGROS NEWTONIANOS

Embora seja a relatividade geral atualmente a melhor teoria que descreve os
buracos negros, podemos através da mecanica newtoniana entender seus conceitos

basicos. Vamos desenvolver esse estudo neste capitulo.
1.1 Velocidade de escape

Quando langamos uma pedra para o alto com uma velocidade v, observamos que
ap0ds certo tempo, a pedra atinge uma altura h e comeca a cair. Se langarmos agora esta
pedra com uma velocidade maior, veremos que ela alcangard uma altura ainda maior do
que h. Conforme fazemos este processo para velocidades maiores chegamos a um ponto
em que lancaremos a pedra e esta ndo voltara mais. Esta velocidade critica é chamada

velocidade de escape. De uma forma simples, temos que:

\kelocidade de escape: velocidade minima inicial necesséria para que um corpo de massa

m deixe a superficie de uma estrela, ou outro corpo celeste, de forma definitiva.
Podemos calculé-la de forma simples utilizando conceitos de fisica bésica. Para
isso, imagine que estamos na superficie, por exemplo, de uma estrela (Figura 2) e
definimos a energia potencial gravitacional ®o = 0 nesta superficie. Utilizando a lei de
conservagéo de energia, temos que:
Energia inicial = Energia final

Ko+ @o=K+® . (1.1)

Onde Ko e K so as energias cinéticas inicial e final da pedra lancada respectivamente,

4



assim como @o e @ séo as energias potenciais gravitacionais inicial e final da mesma

pedra, respectivamente.

Obs.: para este calculo desprezamos a resisténcia do ar.

b

OO0
OO0

"
?‘ﬂ v, =0
[ ] 1 ]

Figura 2: langamento vertical para cima [3].

No limite em que a altura da pedra lancada tende ao infinito, h— oo, a energia cinética

final da pedra tende a zero, K —0, desta forma teremos que,

Ko= @ — lmvj _GMm : (1.2)
2 R

onde m € a massa da pedra langada, v. é a velocidade inicial da pedra, R é o raio do
corpo celeste, M é massa do corpo celeste e G a constante de gravitacéo universal.

Portanto a velocidade de escape de uma estrela ou de outro corpo celeste é

[2GM
V0 = T . (13)

Notemos que para o célculo da velocidade de escape, basta que saibamos a

calculada como:

massa e o raio do corpo celeste estudado. Segue abaixo uma tabela com velocidades de

escape de alguns corpos celestes.



Planetas Velocidade de Escape (Km/s)
Mercurio 4.4
Veénus 10,4
Terra 11,2
Lua 2,4
Marte 50
Jupiter 59,5
Saturno 35,5
Urano 21,3
Netuno 23,5
Sol 618

Tabela 1: velocidades de escape de alguns corpos celestes.

1.2 Raio Critico de um Buraco Negro Newtoniano

Suponha agora que ao inves de lancarmos uma pedra, langarmos uma particula
de luz com massa m’, baseando-se na teoria corpuscular da luz de Newton.

Podemos imaginar a existéncia de um corpo suficientemente denso tal que sua
velocidade de escape seja maior do que a velocidade da luz. Toda luz emitida por esta
estrela seria atraida para seu interior, formando assim um buraco negro newtoniano,
objetos impossiveis de serem observados diretamente. O primeiro a sugerir a existéncia
de tais estrelas foi o astronomo amador John Mitchell em uma carta escrita a Cavendish,
que era membro da Royal Society em 1784 [4][5].

Podemos dar um passo além no trabalho de Mitchell considerando que a
particula de luz possui inicialmente uma velocidade c. Substituindo essa grandeza, ¢, na
equacao (1.2) encontraremos um raio critico, o qual nem a luz conseguira ir além, que

nos permite classificar tal estrela como um buraco negro newtoniano.



R _2GM @)

raio critico 02

A velocidade da luz no tempo de Mitchell ainda n&o era conhecida, mas sabia-se
que possuia um limite segundo experiéncias de Ole Romer atraves de observacdes do
periodo de uma lua de Japiter. [6]. Apesar da busca por essa velocidade datar desde o
século XVII com Galileu, ela sé foi medida com certa precisdo por Fizeau no seculo
XIX.

Vamos utilizar aqui unidades naturais G =1 e ¢ =1. Desta forma temos o raio
critico escrito de forma mais simples

R =2M . (1.5)

raio critico

Se o raio da estrela R € menor do que seu raio critico Rraio critico, (R < Rraio critico)
entdo a estrela serd classificada como buraco negro newtoniano (Figura 3).

Podemos dar um segundo passo no trabalho de Mitchell considerando que nada
pode ultrapassar a velocidade da luz c, logo nenhuma particula conseguira atravessar a
regido de superficie com R=Rrmio oiico, de dentro para fora. As particulas que o

atravessam, de fora para dentro, ficam também retidas em seu interior.

Raio Critico de um Buraco Negro Newtoniano: quantidade intrinseca a todo corpo

material associado a sua extensao.

Superficie delimitada
pelo raio critico do
Buracos Negro
Newtoniano

R

Raio Critico de um
Buraco Negro
Newtoniano

Estrela

Figura 3: concepcéo artistica de uma estrela escura junto a seu horizonte de eventos.

Por exemplo, para que o Sol se transforme em um Buraco Negro Newtoniano deve
7



contrair-se até um raio R < Rraiocritico = 2,9 Km

_2(6,67x107"N -m2/ Kg2)(1,99 x10* Kg)

R. . =
raio critico (3,0 ~ 108 m / S)2

~2,9Km.

Ressaltando que segundo modelos de evolucdo estelar nosso sol se expandird
passando pelos estados de gigante vermelha, super gigante vermelha, expelindo grande
parte se sua matéria em uma nebulosa planetaria e por fim tornando-se uma and branca.
Ou seja, ndo se tornara um buraco negro.

Devemos também deixar claro que o resultado do célculo do raio critico de um
buraco negro newtoniano encontrado em mecanica newtoniana € acidentalmente
idéntico ao Raio de Schwarzschild, resultado encontrado em relatividade geral.

Em verdade utilizamos relatividade geral para o célculo desta grandeza uma vez
que a gravitagdo de Newton é somente valida no regime de campos gravitacionais
fracos. Nas vizinhangas de um buraco negro, como sabemos, 0 campo gravitacional é

muito intenso devido a quantidade de matéria que existe em seu interior.



Capitulo 2

2. O ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

Até o inicio do século XX, os fisicos entendiam o espaco como sendo absoluto,
um palco onde todos os fendmenos ocorriam independentemente do tempo.

Para localizar uma particula em determinada regido assumiamos que viviamos
num espaco Vvetorial tridimensional euclidiano, R3, sendo necessario uma trinca
ordenada de nimeros (x,y,z) mais um relégio. O elemento de linha ds, que em particular
neste espago € a menor distancia entre dois pontos A e B, era calculada pelo teorema de

Pitagoras na forma infinitesimal:

ds? = dx? + dy? + dz? : (2.1)

Elemento de linha em R3.

A nogéo de um mundo descrito de forma exata pela geometria euclideana vem
de muito tempo, mais precisamente da Grécia antiga com a publicacdo do livro Os
Elementos, de Euclides. Esse grande matematico grego langou as bases da geometria
conhecida como euclidiana, utilizada ainda hoje para descrever uma gama de
fendmenos naturais [7].

A suspeita de que essa geometria de Euclides ndo representava a natureza de
forma totalmente exata veio apés dois mil e trezentos anos com a interpretacdo de
Minkowski sobre a relatividade restrita. Einstein, criador da teoria da relatividade
restrita, mostrou que para referenciais com velocidades proxima a da luz o elemento de
linha de R3 era alterado, de forma que observadores em referenciais diferentes mediam
comprimentos diferentes.

O trabalho de Einstein de impactos profundos influenciou vérios ramos do
conhecimento como a filosofia e as artes, culminando na comunidade dos fisicos numa

mudanca de paradigma.



Os conceitos de simultaneidade e de tempo deixaram de ser absolutos. A luz
nesta teoria possui uma velocidade ¢ =299 792 458 m/s em todos os referenciais, nada
podendo superé-la’.

Através de contragdo do espago e dilatagdo do tempo uma nova fisica nasceu e
toda teoria classica foi substituida, no limite das altas velocidades, por uma teoria
relativista.

Mais tarde Minkowski, ex-professor de Einstein em Zurique, ao ter contacto
com sua teoria conseguiu dar-lhe um carater matematico mais formal, introduzindo a
ideia de espaco-tempo fundida numa sé entidade. No inicio Einstein ndo deu muita
atencdo ao trabalho de seu professor, tomando-a como um floreio matematico que
obscurecia sem necessidade as ideias de sua teoria [8].

Apenas com a construgdo da teoria da relatividade geral é que Einstein foi
perceber a importancia do feito de Minkowski.

O elemento de linha nesse espago-tempo em coordenadas cartesianas é dado por:

ds? = —c2dt2 + dx2 + dy? + dz? : (2.2)

Elemento de linha no espaco de Minkowski.

A construgdo do espago de Minkowski, M*, pode ser vista de uma forma

simples na referéncia [9]. E bom deixar claro aqui que intervalo entre dois eventos, ds?,

é 0 mesmo para todos os referenciais em M *  diferentemente do elemento de linha em
Rs.

M*é um espacgo abstrato com quatro dimensdes, sendo dificil sua representacdo
ou imaginagdo. Apesar disso se fizermos a restricdo z = constante conseguimos
observar um cone tragado por ds?2 = 0 (Figura 4), percorrido pela luz, dividindo este
espaco em trés regides, passado, presente e futuro.

A métrica se reduz em particular a:

ds? = —c2dt? + dx? + dy? : (2.3)

10 conceito de que a velocidade da luz é a mesma para todos os referenciais pode ser motivado pelos
resultados da experiéncia de Michelson e Morley cujo objetivo era detectar o movimento relativo da Terra
através do éter estacionario [8].
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Figura 4: cone de luz no espago de Minkowski [10].

O futuro e o passado podem ser subdivididos em regifes causais e ndo causais.

Causal, ds>0: o sinal entre dois eventos nessa regido possui uma velocidade
menor do que a da luz.
Né&o Causal ds2<0: o sinal entre dois eventos nessa regido possui uma velocidade

maior do que a da luz.

Da mesma forma que descrevemos a natureza com a relatividade de Einstein,
também conseguimos descrevé-la com o formalismo de Minkowski. Entretanto, nesse
altimo formalismo é necessario redefinir todas as grandezas fisicas em um espaco-
tempo 4-dimensional. Para isso, utiliza-se uma ferramenta poderosa chamada calculo
tensorial.

Embora seja a métrica de Minkowski muito usada em alguns ramos da ciéncia
exata como a fisica de particulas, essa nem sempre € valida. Para regides que possuem
campo gravitacional intenso essa métrica é alterada. 1sso se deve ao fato de que o tempo
se comporta de maneira diferente em tais regides e também ao fato de que o espaco que
é contraido ou dilatado em sua presenga.

\eremos isso a seguir por meio de exemplos.

2.1 A Matéria Encurva o Espaco-Tempo

Imagine um foguete em queda livre com um astronauta em seu interior.

Considere também que exista uma pessoa parada observando esse foguete cair na Terra,
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denominado de referencial S (Figura 5). No referencial do astronauta S. , a métrica é

escrita como:

ds2 = —c2dt? + dx; +dy +dz; : (2.4)

onde dto é a diferencial do tempo no referencial do astronauta e dxo, dyo, dzo as
diferenciais do sistema de coordenadas também relativo ao referencial do astronauta.
Segundo Einstein o proprio astronauta ndo pode distinguir se estd numa regido
livre de campo gravitacional ou se esta em queda livre. Essa ideia é um dos principios
fundamentais da relatividade geral conhecido como principio da equivaléncia.
Para escrever a métrica no referencial do observador S, devemos fazer uma
transformacdo de Lorentz entre S e So que na forma infinitesimal, com o movimento

acontecendo em (x,t) sdo escritas como:

dt, =/1— p2dt
dx, = ;dx Vv
J1-p32 Com g =2 . (2.5)
dy, =dy
dz, =dz

Transformacdes de Lorentz na forma infinitesimal.

Figura 5: astronauta em queda livre caindo em relagdo a um observador na Terra parado.
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Substituindo (2.5) em (2.4), obteremos:

dsz = —(1- B%)cdt? + +dy2 + dz2 : (2.6)

- B

Fazendo uma mudanca de coordenadas de cartesianas para esféricas teremos, de (2.6), a

relacdo abaixo:

dr2
2

+[r3(d6? + sen20)dp?] . (2.7)

ds? = (1 etz +

Com objetivo de escrevermos o fator 1-4? em funcéo do potencial gravitacional,

o(r) = —GTM , 2.8)

onde M é a massa do corpo celeste estudado em que se situa o observador, G a constante
de gravitacdo universal e r a distancia do centro da estrela, consideraremos a equagéo de

conservacdo de energia de uma particula no sistema de referencial do observador S.

(m—-my)c2+md(r)=E (2.9)

const '

onde m.é a massa de repouso da particulae m= mo/qll—ﬂ2 . A esquerda temos a soma

da energia cinética mais potencial.
A direita, tomaremos a energia como zero, pois & medida que r—oo temos que

m—mo, assim como @(r)—0. Entéo (2.9) sera escrito como:
(m—-my)c2+md(r)=0 . (2.10)

Dividindo a equagéo acima, por mc? e utilizando a relagéo entre m e m. obteremos:
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1-pr =+ 2y VAT
C
Para 0 caso em que @(r)/c? <<1 podemos fazer uma aproximagéo:

1- gz ~1+ 220 | 2.12)

CZ

Substituindo (2.12) em (2.7) e considerando G=1 assim como c=1 (unidades naturais)

encontramos a menor distancia entre dois pontos nas proximidades de uma estrela

1

dsz=—-(1- 2—M)dt2 TV dr2+r2[d6? + (sen20)d¢p?] . (2.13)

' -
r

Meétrica nas proximidades de uma estrela em unidades naturais.

E a métrica de Minkowski é alterada na presenga de um campo gravitacional.
Notemos que no limite em que r — oo recuperamos a métrica de Minkowski.

Einstein em seu trabalho propds que a gravidade é a grande responsavel pela
curvatura do espago tempo, em outras palavras, responsavel pela deformacéo do espago-
tempo de Minkowski.

Se tomarmos t = constante e & = z/2 a métrica se reduz a:

ds? = %dﬂ + r2de? . (2.14)
1-=0
(==)

O espago bidimensional geometricamente curvo pode entdo ser mais bem compreendido
se for imerso a um espaco euclidiano plano tridimensional, como podemos observar na

figura 6.
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Star interior
r=2m

Figura 6: geometria exterior e interior de uma estrela esférica para o caso t=constante e §=x/2 imersa em
R3 [11].

Embora seja dificil enxergar um espago 4-dimensional curvo, é possivel
observar um espaco 2-dimensional curvo contido em R3. Podemos ter como exemplo
uma esfera (Figura 7).

ds? = RZ[d2 + (sin 20)d¢?] . (2.15)

Métrica de uma esfera.

Figura 7: esfera em R3 [12].
O conceito de curvatura de um espaco foi desenvolvido durante o século XIX
por Varios matematicos a partir da rejeicdo do quinto postulado de Euclides.

5° axioma de Euclides: por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma Unica
reta paralela & reta dada’.

2 Formulagdo moderna do quinto postulado de Euclides segundo o matemético John Playfair
[13].
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A rejeicdo do quinto postulado foi estudada por Gauss, Lobachevisk e por Bolay
e levou a descoberta de novas geometrias denominadas geometrias ndo euclidianas, tdo
aceitaveis como a geometria de Euclides [13].

Uma consequéncia notavel da rejeicdo do quinto postulado é que a soma dos
angulos internos de um tridngulo, nessas geometrias, é diferente de 180°, conforme

podemos observar na figura 7
o+ [ +y=#180° . (2.16)

A geometria utilizada em relatividade geral é a chamada geometria pseudo-
riemanniana. O elemento de linha ds?, neste espago assim como no espago de

Minkowski pode possuir os valores positivos, nulos ou negativos.

2.2 A Dilatacdo Temporal Gravitacional

Seja dt o intervalo de tempo entre dois eventos numa regido livre de fontes e dt’
o intervalo de tempo entre 0s mesmos dois eventos a uma distancia r do centro da Terra.

Acrelagdo entre esses dois intervalos de tempo é calculada como:

dt'= (1+ ®(r))dt , (2.17)

onde @(r) é o potencial gravitacional a uma distancia r do centro da Terra.
Imaginemos por outro lado, dois relégios em diferentes regides, nas

proximidades da Terra, a uma distancia r, e outro a uma distancia r, do centro da Terra.

Entdo a razéo entre esses intervalos de tempo possui a forma:

dt, 1+d(r,)/c?

a

= =1+ gh/c? , (2.18)
dt, 1+d(r,)/c?

onde g é o mddulo da aceleragdo da gravidade, c a velocidade da luz e h a diferenga

entre 0S raios ra e .
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Portanto o tempo passa de forma diferente para alturas diferentes! O resultado
acima foi comprovado com boa precisdo utilizando reldgios de césio e viagens de jatos

comerciais por Halefe e Keating [7].

Figura 8: O tempo se comporta de maneira diferente para diferentes alturas.

2.3 Limite dos Campos Gravitacionais Fracos

Apoés observarmos que a métrica é alterada na presenga de massa concluimos
que toda teoria da gravitagdo de Newton deve ser substituida por uma teoria da
gravitagdo que inclua os efeitos de dilatacdo temporal gravitacional, a curvatura do
espaco-tempo gerado pela presenga de massa, além dos efeitos relativisticos gerados
pelas altas velocidades das particulas estudadas. Essa teoria foi construida por Einstein,
chamada de relatividade geral e publicada em 1915 [7].

A métrica (2.13) pode ser obtida através dessa teoria de uma forma totalmente
diferente da forma utilizada no topico 2.1. Para encontra-la resolvemos as chamadas
equacdes de campo de Einstein, em particular com simetria esférica, vide apéndice D.

G,, =kT, (2.19)

al
Equacdo de campo de Einstein.
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Onde Ga» € Ta» S80 05 tensores de Einstein e Momento Energia, respectivamente, e k uma
constante. As equagdes de Einstein de uma forma grosseira sdo equagdes que descrevem
como a matéria “gera” gravidade.

Nesta monografia preferimos chegar a métrica (2.13) por meio de
transformacgdes de Lorentz & resolver as equagdes de Einstein com simetria radial, por
questdes de simplicidade.

A teoria da gravitacdo de Newton apesar de falha em determinadas situagdes,
ainda explica muitos fendmenos. E natural, portanto nos perguntarmos quando é
possivel substituir a Relatividade Geral pela Teoria da Gravitacdo de Newton a fim de
obtermos bons resultados resolvendo apenas simples calculos?

Podemos responder isso procurando uma relagdo na qual a métrica de
Schwarzschild se reduza a métrica de Minkowski. Assim, efeitos de dilatacdo temporal
e deformacéo do espago gerada por um campo gravitacional poder&o ser desprezados.

Para essa condigdo devemos ter campos gravitacionais fracos, ou seja, M

pequeno.

(1-@) ~1 (2.20)

Se exigirmos também que as particulas teste que passam pelas proximidades
destes corpos celestes de massa M e simetria esférica possuam baixas velocidades, entdo
recuperamos a teoria newtoniana da gravitacdo. Se em particular M = 0 cairemos na
teoria newtoniana na auséncia de campos.

Podemos também tomar um caminho diferente, exigindo que o campo
gravitacional seja nulo, M = 0. Recuperamos entéo a relatividade restrita. Se também
exigimos que as particulas em estudo possuam velocidades baixas, recuperamos como
era de se esperar a teoria newtoniana na auséncia de campos.

Essa sequéncia logica de impormos certas restrices a uma teoria e chegar a
outra teoria é chamado principio da correspondéncia, principio muito utilizado em

fisica, vide figura 8.
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.. Teoria da gravitacdo
; — = 'a g .
Relatividade Geral Newto a

. :

Mecédnica newtoniana na
Relatividade Restrita | ———sp ] auséncia de campos
gravitacionais

Figura 9: principio da correspondéncia.
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Capitulo 3

3. BURACOS NEGROS RELATIVISTICOS

A abordagem newtoniana dos buracos negros é bastante limitada uma vez que
nos diz respeito apenas ao seu raio critico. Além de se basear na teoria corpuscular da
luz que caiu em desuso, utiliza-se da lei da gravitacdo universal de Newton, valida
apenas no regime de campo gravitacional fraco. Também n&o nos fala a respeito de
outros tipos de buracos negros existentes como 0s com rotagéo ou com carga.

Nas proximidades de um buraco negro o campo gravitacional € muito intenso, de
forma que devemos utilizar uma teoria mais abrangente. Essa teoria que lida com
campos fortes foi apresentada por Einstein em 1915 e chamada relatividade geral.
Portanto para uma melhor descri¢do dos fendmenos que ocorrem nas proximidades dos
buracos negros utilizaremos aqui a teoria de Einstein®

Trataremos neste capitulo basicamente dos chamados buracos negros de
Schwarzschild, objetos hipotéticos que surgem de um colapso gravitacional com

simetria esférica da massa remanescente de uma supernova.
3.1 Formacéo de Um Buraco Negro

As estrelas que possuem uma massa inicial maior do que 25Mo produzirdo ferro
em alguma na fase de sua vida. Quando isso ocorre o processo de liberagdo de energia
cessa dando origem a um processo consumidor de energia. Essa mudanga no processo
energético gera um desequilibrio que levara a estrela ejetar grande parte de sua massa

em forma de supernova [2].

® O conceito atual de buracos negro s6 foi formulado apés a relatividade geral. Historicamente os buracos
negros newtonianos nada influenciaram na descoberta ou em sua defesa no meio cientifico. A ideia de
substituirmos uma teoria newtoniana por uma relativistica foi apenas para melhor compreenséo do leitor.
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A matéria remanescente da explosédo, estética e eletricamente nula, entrard em
colapso contraindo-se totalmente a um ponto, dando origem a uma singularidade
munida com um horizonte de eventos, conhecido por buraco negro de Schwarzschild.

Existem, entretanto casos em que a matéria remanescente a uma supernova
possui rotacdo ou carga ou ambas as grandezas. Estes corpos remanescentes apds o
colapso dardo origem a buracos negros mais gerais como os de Kerr, Reissner-
Nordstrom e os de Kerr-Newman, cuja descricdo matematica é mais complexa.

Ou quem sabe daréo origem a singularidades nuas*, ou seja, buracos negros sem

horizonte de eventos.

3.2 Elemento de linha de Schwarzschild

O elemento de linha de Minkowski é valido apenas para regides livres de fontes
de campo gravitacional. Nas proximidades de um corpo altamente massivo o intervalo
entre dois eventos é alterado, como j& vimos. Schwarzschild em 1916 calculou o
elemento de linha nas proximidades de uma estrela utilizando as equagdes de campo de
Einstein e a definigdo de espago tempo esfericamente simétrico®.

As equagdes de Einstein, como j& vistas no capitulo anterior, sdo escritas como:
G,, = kT, : (3.1)
Equacdo de campo de Einstein.

A solucéo de Schwarzschild® , vélida apenas para o vacuo de maneira que para o interior

de uma estrela essa solucgao ndo se verifica, é escrita como:

* Matematicamente é possivel se obter uma singularidade nua destruindo um horizonte de eventos com
alguns gedanken experiments.[11][14].

® 0 modo como Schwarzschild chegou ao elemento de linha conhecido por seu nome pode ser visto no
apéndice D.
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dsz = 1 2Mygez 4 12|v|
r
(1—7 )

dr2+r2[d6? + (sen20)d¢?] . (3.2)

Elemento de linha de Schwarzschild em coordenadas esféricas para regifes r > 2M.

A Lei de Gauss para gravitagdo nos permite dizer que o elemento de linha para
uma estrela antes do colapso é o mesmo para a estrela ap6s o colapso, de forma que o
resultado de Schwarzschild inicialmente calculado para estrelas, também é vélido para
buracos negros r>2M. Apo6s o colapso, teremos VAcuo para a regido r< 2M, sendo assim
a solucdo de Schwarzschild agora também é vélida para essa regido.

Estudaremos abaixo algumas propriedades de um buraco negro de
Schwarzschild obtidas a partir de sua métrica.

A resisténcia de Einstein e de grande parte dos fisicos da época em acreditar
numa singularidade proposta pelo resultado encontrado por Schwarzschild levaram ao
esquecimento destes corpos por aproximadamente 25 anos. Em 1939 os estudos de
Snyder e Oppenheimer sobre evolugéo estelar por processos termonucleares levaram a
modelos em que a massa superior a 3Mo remanescente a uma supernova se contrairia
totalmente a um ponto, nada podendo impedi-la. Esse estudo marcou o inicio da fisica

dos buracos negros.

3.3 Propriedades de um Buraco Negro

Estudaremos neste tpico as propriedades de um buraco negro de Schwarzchild

a partir de sua métrica.

3.3.1 Raio de Schwarzschild

Nos buracos negros newtonianos o raio critico era a altura méxima que uma
particula de luz massiva podia alcancar sob acdo da forga peso. Em relatividade geral

esse raio critico possui um andlogo chamado raio de Schwarzschild.
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Nesta teoria relativista ndo existe o conceito de forca, no lugar disso dizemos
interacdo gravitacional; as particulas e a luz descrevem geodesicas.

O caminho que a luz percorre é caracterizado por ds? = 0 na quadrimensional
superficie abstrata que estamos estudando, de forma que para o calculo do raio de

Schwarzschild de um buraco negro relativistico fazemos as seguintes restricdes:

dsz = (1 2Mydz— - 2Mytare _rodoz o sene0)dg?] . (3.3)
r r

Métrica de Schwazsrchild.

Restricbes a métrica

(1) Deslocamento radial dQ? = d6? + (sen20)dp? =0,

(2) Geodésicas para fotons ds2=0.

Segue entédo de (3.3) que:

0=a-Mygre—a-2My14r . (39
r r
ar _ +(1- Z_M) ou ainda L ir(l—z—M)'1 - (3.9)
dt r dr r

Analisando as equagdes anteriores (3.3)-(3.5) constatamos uma singularidade

em r = 2M. Abaixo, Figura 9, esbocamos o gréfico da equagéo (3.5).

Congruéncias nulas entrando

Singularidade —

Congruéncias
nulas saindo

r=0 r=2M

Figura 10: geodésicas tipo luz para a métrica de Schwarzschild [11].
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A distancia entre a singularidade r = 0 e a singularidade r = 2M é chamado raio
de Schwarzschild.

Sob um olhar fisico, um buraco negro encurva o espaco tempo em suas
proximidades ao ponto que a luz ndo encontra um caminho para sua fuga. Portanto, um
féton que parte eventualmente da singularidade e percorre um caminho radial, ficara
aprisionado na regido r =2M .

De uma forma semelhante calculamos as geodésicas para uma particula massiva
caindo de forma radial (Figura 10).

O célculo que nos permite encontrar geodésicas esta explicado de forma

resumida no apéndice B®

Coordenada tempo t

Tempo proprio

Y
-

r=0 r=2m r=rg

Figura 11: particulas caindo de forma radial para tempos t e T [11].

Imagine que possamos enxergar, de uma nave espacial, um astronauta caindo de
forma radial em um buraco negro de Schwarzschild. Segundo a Figura 10 nunca o
veremos atravessar o horizonte de eventos, o que ocorrera € que vamos vé-lo cada vez
mais avermelhado devido ao desvio gravitacional para o vermelho, até sumir aos n0ssos

olhos, enquanto que em seu referencial essa travessia se dara de forma rapida.

3.3.2 Singularidades

Ao observar a métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas notamos duas

® Por fugir ao conhecimento do aluno recém-iniciado ao curso de fisica optei por explica-lo no apéndice.
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singularidades, umaem r, =0 e outraem r, = 2M . Podemos, entretanto procurar outro
sistema de coordenadas de tal forma que a métrica ndo seja degenerada em r = 2M.
Eddington e Finkelstein conseguiram encontrar tal sistema fazendo um processo

de extensdo analitica tomando
t>t=t+2M In(r —2M) , (3.6)

de forma que ao substituir t por tna solucdo de Schwarzschild encontramos a métrica

de Eddington-Finkelstein para o pardmetro tempo avangada como sendo escrito

-, 4M

dsz = (1—2Myg 2 M gra - @+ 2My _ropdoz + (senco)do?] . (3.7)
r r r

Métrica de Eddington-Finkelstein para um parametro tempo avancado

Observamos que a singularidade em r,=2M ndo existe mais. Este tipo de

singularidade é chamado singularidade removivel, pois reflete uma deficiéncia no
sistema de coordenadas utilizado e por isso sdo removiveis utilizando um “bom”
sistema de coordenadas.

Essa extensdo também é solugdo das equacBes de Einstein esfericamente
simétrica, sendo regular para o intervalo 0 < r < c. Utilizando-se do calculo variacional

podemos calcular as geodésicas desse espago (Figura 11).

Particula caindo
radialmente

Singularidade —

=0 r=2M™ r

Figura 12: geodésicas tipo luz para a métrica de Eddington-Finkelstein (parametro tempo

avancado) [11].

Existe uma regido em comum coberta pelas coordenadas de Schwarzschild e a
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de Eddington-Finkelstein na variedade diferenciavel . Podemos fazer entdo nessa
regido uma simples mudanga de coordenadas a fim de observar eventos iguais sob
pontos de vistas diferentes.

Retornemos ao caso em que temos um astronauta caindo em um buraco negro.
Se no interior da nave espacial eu estou parado, em relagdo a estrela, observando o
astronauta cair de forma radial, dQ?=0, entdo como dito nunca 0 verei cruzar o
horizonte de eventos. Entretanto se eu piloto a nave de uma forma engenhosa tal que
consiga passar das coordenadas de Schwarzschild para as coordenadas de Eddington-
Finkelstein, entdo o verei atravessar o horizonte de evento de forma rapidal

Talvez seja estranho, mas acontece que para se entender isso devemos ter em
mente que o tempo se comporta de maneira diferente para observadores diferentes.

Notemos que mesmo apés fazer a extensdo analitica, a singularidade em r = 0
ainda permanece. Existem ainda outros sistemas de coordenadas, mas que possuem a
singularidade em r = 0. Quando calculamos a curvatura nas proximidades deste ponto
observamos que a medida que r tende a zero essa quantidade tende ao infinito,
indicando a existéncia de uma singularidade fisica.

Existe uma extensdo matemaética de coordenadas, que alinham as geodésicas que

saem, dada por:

t>t =t—2MIn(r-2M) : (3.8)

De forma que, ao substituir t por t na solugdo de Schwarzschild encontramos a métrica

de Eddington-Finkelstein para um pardmetro tempo retardado.

ds2=(1- Z—M)dt*2 +(1+ Z—M)drdt* -1+ 2—M)dr2 —r2[d62 + (sen20)d¢?].
r r r

(3.9)

Métrica de Eddington-Finkelstein para um parametro tempo retardado

Essa extensdo assim como a anterior € uma solucdo das equacgbes de Einstein
esfericamente simétrica regular no intervalo 0 <r < oo
Observando suas geodésicas (Figura 12), constatamos que os fotons e as

particulas massivas apenas saem de seu interior nada conseguindo adentrar r=2M. Essa

" Variedade diferenciavel, de forma grosseira, é uma generalizagdo da ideia de superficie [13].
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é a métrica nas proximidades de uma estrutura hipotética no universo chamada buraco
branco.

Figura 13: geodésicas tipo luz para a métrica de Eddington-Finkelstein (parametro tempo
retardado) [11].

Assim como um buraco negro é uma regido no espaco de que nada pode escapar,
a versdo tempo-invertido do buraco negro é uma regido no espago em que nada pode
cair.

Existe ainda uma solucéo das equagdes de Einstein obtidas a partir da extenséo
analitica da métrica de Schwarzschild encontrada por Kruskal. Esta pode ser encontrada

pela retificacdo simultanea das geodésicas tipo luz que entram e que saem®.

16M?

r 16M 2
ds2 = exp(— dt'2—
; p( 2M)

exp(— ﬁ)dx‘z—ﬂ[d 02 + (sen20)d¢?]

(3.10)

Métrica de Kruskal.

A métrica de Kruskal também é chamada de Kruskal-Szekeres. Para o caso em
que ¢ = 6 = constante a métrica de Kruskal, se reduz a:

8 s x ~ L .
Os termos geodésicas tipos luz que entram e que saem séo tradugdes dos termos ingoing e outgoing.
radial null geodesics.
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2
ds? =

r

r 16M 2 r
exp(——)dt2— exp(— dx'
p( 2M) ; p( 2M)

(3.11)

Estas coordenadas possuem a vantagem de cobrir todo o espago-tempo da

solucdo de Schwarzschild maximamente estendida e sdo bem-comportadas em todos 0s
lugares fora da singularidade fisica.

Future singularity r=0

t
= 1 E 4
T 1 ,
N ! — Escaping
T L o signals
o o
. ey 4 Ed
2 iy “'l--_“_-"‘L J‘._ul' e Es / P v
=
w7 m— 7 t=2m
~ NS 7 i
KA ) — 7 <~ Radally
E} 11 - infal_ling
P fr=m particle
\f P -
r e L =0, o
‘ \ t=—m
i X
- — -
o 0 & t=—2m
2 A o
&, e~ T
..rr‘t '!l‘x‘_ r=4m
I‘L 11 A\_ r=3m
r=m ‘\ .

Past singularity r=0

Figura 14: geodésicas tipo luz para métrica de Kruskal [11].

Na Figura 13 as regiGes | e Il correspondem as solucbes de Eddington-
Finkelstein retardadas. Sendo a regido | a solucdo de Schwarzschild e a regido Il o
interior ao horizonte de eventos. As regides I' e II’ correspondem as solucbes de
Eddington-Finkelstein avangadas.

O que é surpresa € a existéncia de uma nova regido geometricamente idéntica a

solucdo exterior de Schwarzschild assintoticamente plana. A estrutura que conecta | & I’
é chamada buracos de minhoca.
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3.4 Observacdes Sobre a Métrica

Como j& mencionado anteriormente, embora seja dificil visualizar o espaco de
Minkowski, podemos visualizar a influéncia da massa sobre o tempo e sobre 0 espaco.

Enxerguemos a métrica de Minkowski como uma quantidade espacial
correspondendo a metrica da regido onde vivemos dx?+dy2+dz2 (em coordenadas

esfericas) subtraida de uma quantidade c2dt?, tal que

ds? = c2dt2—dr2—r2[dO? + (sen20)dp?] . (3.12)

Podemos tentar dar uma interpretacdo de forma analoga para a métrica de
Schwarzschild imaginando-a como uma quantidade c2dt?> alterada pela presenca da
matéria, subtraida da métrica de R3, alterada também pela presenca da matéria presente

no espago.

2M 1
ds?=(1———)di?— ————dr2— r[d* + (sen20)d ¢?]
» 2AM
Q==
¥
L I 1 1
Qranticade temporal alterada Mlztrica d= R alterada

pela pressga d= matéria pela pressnga de matéria

(3.13)

De forma que no limite em que a matéria se anula, M—0, recuperamos a métrica
de Minkowski (3.12).

E dificil visualizar uma 3-superficie com curvatura ndo nula. Entretanto, se
tomamos dt = 0 e caminharmos em uma direcdo onde 6§ = =/2, a métrica de

Schwarzschild se reduz a:

ds? = drz —r2de? . (3.14)

a-2My
r

Essa variedade pode ser mais bem entendida se fizermos sua imerséo num

espaco plano tridimensional euclidiano (Figura 14).
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Figura 15: imersdo da variedade em R3 para o caso t = constante ¢ 8 = /2 [11].

Podemos observar de forma mais clara na métrica (3.14) que a distancia entre
dois pontos, nas redondezas do buraco negro, depende explicitamente de sua massa e da

distancia em que se encontram esses pontos.
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Capitulo 4

4. DETECTANDO BURACOS NEGROS

Os Buracos Negros, como ja ditos, sdo corpos celestes hipotéticos, altamente
densos que aprisionam a propria luz emitida eventualmente. Com toda luz aprisionada,
nos perguntamos como poderiamos verificar sua existéncia, uma vez que qualquer
corpo celeste é detectado, preferencialmente, a partir de ondas eletromagnéticas
emitidas?

Em verdade, podemos observa-lo por certo periodo de tempo quando a matéria
de uma estrela que orbita suas proximidades € atraida para o seu interior (Figura 16).
Quando esse fendmeno ocorre, 0s elementos no estado gasoso que formam a estrela
comegam a ser sugados para 0 buraco negro formando um disco de acregdo em torno
deste que ap6s ser comprimido e consequentemente aquecido torna-se ionizado. Como
sabemos, particulas carregadas descrevendo movimento circular geram ondas
eletromagnéticas [2].

No caso do disco de acrecdo, antes que as particulas que o compdem caiam para
0 buraco negro, emitirdo ondas na faixa dos raios-x e o papel dos astrénomos é detectar

essa fonte de raios-x sendo a deteccdo feita, portanto, de forma indireta.

Fonte de raio ¥ situada na
posicdo da companheira
i If invi=ivel

Faio ¥

Estrela supergigante
azul com 30 massas
=solares orbitando uma
companheira invisivel
cue emite raio X

/ | M & torte de raio ¥ foi
nomeada Cygnus w1

Figura 17: concepcao artistica de um buraco negro sugando uma estrela [16].
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Vérios candidatos a buracos negros ja foram indiretamente encontrados, de
forma que a comunidade dos fisicos atualmente tem poucas duvidas sobre a sua
existéncia, mesmo sendo sua forma de deteccéo indireta, como é o caso de Cygnus X1,
uma fonte de raios-X muito compacta a cerca de 6000 anos luz da Terra, localizada na
constelacéo de Cygnus [1][4].

Cygnus X-1 € um dos mais fortes candidatos a buraco negro conhecido. A tabela
abaixo nos apresenta estrelas acreditadas como possiveis companheiras de buracos

negros. Também € apresentada a massa estimada desses buracos negros.

Nome da estrela Massa do Buraco negro em unidades de
massas solares (Sol= 1Mo)

A0620-00 3-4
Cygnus X-1 (HDE 226868) 4-8
Sco X-1 3-10
GS2000+25 3-10
GX339-4 3-10
V 404 Cygni 8-12
Nova Muscae 1991 3-10
Nova Ophiuchi 1977 6-7

Tabela 2: estrelas acreditadas como possiveis companheiras de buracos [15].

Podemos nos fazer a seguinte pergunta: caso um buraco negro ndo emita raios-X
seria possivel detecta-10?

Na verdade podemos detectar uma classe de buracos negros chamados buracos
negros supermassivos observando seu efeito gravitacional sobre algumas estrelas em
suas proximidades. Por exemplo, utilizando-se imagens de alta resolucéo, vide Figura
17, observamos que estrelas percorrem uma elipse em torno de um objeto invisivel.
Através destas imagens podemos obter o semi-eixo maior a dessas elipses assim como

seu periodo T.
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Pela terceira lei de Kepler, calculamos a massa M do objeto que as estrelas
orbitam”.

2a3/2ﬂ,
T = — , 4.1)
Terceira Lei de Kepler
ou ainda
47233
v =4 (4.2)
> ot N4
: 0.2" ‘/ \\. B |
.‘o. E .
| 3
'. ."\.\\ ! ohe
/ \\ o Y > S0-1
\ X"« o S0-2
\yf 2 1Y 505
.'// ! .. °
/*.; // ‘r Jd s © S0-16
\ /’/ /’o.."‘. ,‘. e S0-19
N/ / .‘.‘ A ° 5020
ﬁ..g‘ = © S0-102
® [ ] s0-104
-
Keck/UCLA

Galactic Center Group

S

1995-2012

Figura 18: imagem da orbita de estrelas no centro de nossa galaxia durante um periodo de
dezessete anos [4].

Como ndo emitem radiacdo do espectro visivel passam despercebidos nas

imagens de alta resolucdo, como é no caso da fonte de ondas de radio Sgr A*, localizada
a 2 600 anos-luz da Terra [4].

Em nGmeros, percebemos que as estrelas possuem velocidades superiores a 1500

9 x . -
Caso o aluno néo se recorde das leis de Kepler, recorra ao apéndice A.
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Km/s orbitando um objeto invisivel que possui massa de 3,7 milhdes de vezes a massa
do Sol. Observagfes com radio telescopios nos mostram que o raio dessa fonte é da
ordem de 10" m, comparavel a distancia Terra/Sol. Essas medidas e observacdes
sugerem que essa fonte de ondas de radio é um buraco negro com raio de Schwarzschild
r=1,0x 10 m [4].

Esses buracos negros super massivos nos centros de uma galéxia dao origem, em
um determinado instante, ao que chamamos Quasares, Quase Stellar Radio Sources,
intensas fontes de radio extremamente compacta e luminosa que emitem mais energia
do que centenas de galéxias juntas [2]. Essas ondas sdo geradas de forma semelhante ao
processo de emissdo de raios X por um buraco negro. No lugar de um buraco negro
temos um super buraco negro sugando agora varias estrelas.

As galaxias que possuem esse tipo de buraco negro sdo chamadas galéxias
ativas. Segue abaixo, Tabela 3, uma relagdo com uma sequéncia de galéxias suspeitas de
abrigar buracos negros supermassivos em seus centros. Apresentamos também a massa

estimada desses buracos negros.

Nome da Galéaxia Massa do Super-Buraco negro em
unidades de massas solares (Sol= 1Mo)
IE1740.9-2942 10 mil
SgrA* 2 milhGes
Messier 32 3 milhdes
Centaurus A < 14 milhdes
Messier 31 10 milhdes
Messier 106 40 milhdes
NGC 3379 50 milhdes
NGC 3377 100 milhdes
Messier 84 300 milhdes
NGC 4486B 500 milhdes
NGC 4594 1 bilhdo
NGC 4261 1 bilhdo
NGC 3115 2 bilhdes
Messier 87 3 bilhdes
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Cygnus-A 5 bilhdes

NGC 4151 Nao Conhecido

Messier 51 Nao Conhecido

Tabela 3: galaxias que atualmente suspeita-se possuir buracos negros supermassivos em seus
centros [15].

Acredita-se atualmente que possivelmente toda grande galaxia possua um buraco
negro supermassivo com massa equivalente a milhdes ou bilhdes de estrelas, em seu
centro, inclusive a Via Léctea.

Suspeita-se que esses bracos negros tenham se formado no inicio do Universo, a
partir de gigantescas nuvens de gas ou entdo, a partir do “colapso” de imensos
aglomerados de estrelas que colapsaram sobre a sua propria gravidade depois das

galéxias j& formadas [15].
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5. RESULTADOS E DISCUSSOES

Fizemos uma abordagem classica dos buracos negros utilizando a fisica
newtoniana a fim de que um aluno de graduagdo possa familiarizar-se com suas
propriedades sem muitos calculos ou complicagfes. Vimos como sdo detectados e
também apresentamos uma classe de buracos negros chamados super buracos negros
que sdo responsaveis por um fendBmeno muito energético chamado quasar.

Mostramos que a abordagem newtoniana baseava-se no comportamento
corpuscular da luz, que caiu em desuso depois das experiéncias ondulatdrias de Fresnel
e Huygens. Apds tais experiéncias esses corpos conjecturados por Mitchell/Laplace
foram esquecidos.

Mais tarde, no século XX, com a teoria da relatividade geral pudemos dar um
novo tratamento a esses corpos densos. Nessa teoria 0 espago-tempo torna-se tdo curvo
nas proximidades desses corpos ao ponto que a luz ndo encontra um caminho para sua
fuga. Sendo desnecessérias as hipoteses de Mitchell/Laplace, essa abordagem ganhou
cada vez mais adeptos chegando ao ponto bastante grande de aceitacdo.

Para andlise dos eventos nas proximidades dos buracos negros estéticos
utilizamos a métrica de Schwarzschild, ferramenta matematica o qual nos permite medir
distancias, desenvolvida inicialmente para estrelas e mais tarde generalizada para
buracos negros estaticos descarregados, isto é, sem rotagdo e sem cargas.

Estudamos o comportamento da luz e das particulas massivas nas redondezas
desses corpos segundo a relatividade geral chegando a resultados interessantissimos
como o raio de Schwarzschild e a existéncia de uma singularidade fisica em seu centro,
regido de densidade infinita. Indicamos também outras solucBes das equagBes de
Einstein que nos levam a estruturas igualmente curiosas como os buracos de minhocas e
0s buracos brancos.

Também mostramos como 0s buracos negros séo detectados.

Apesar de grande parte de o trabalho basear-se na determinacdo de trajetorias
das particulas de luz ou massivas, a partir da relatividade geral, ainda ndo conseguimos
explicar o que ocorre com tais particulas nas proximidades vizinhas ou na propria
singularidade.

Se por outro lado reduzimos a ordem de grandeza em estudo no quais
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fendmenos quanticos séo levados em consideragéo, devemos ter em mente que todo seu
determinismo, nas proximidades ou ndo da singularidade devem ser desconsideradas,
devido ao principio da incerteza de Heisenberg.

Isso sugere a necessidade de uma nova teoria da gravitagdo que descreva ndo
apenas fendbmenos macroscopicos, mas também fendmenos quénticos.

Na monografia ainda deixamos de falar de varios fendmenos associados a
geometria relativos aos buracos negros estaticos, como os efeitos de maré e também o
desvio sofrido por um feixe de luz ao percorrer suas proximidades.

O objetivo do trabalho foi introduzir a um aluno que possui um curso de célculo
Il a nocdo de buracos negros e elementos de relatividade geral sem as complexidades
da algebra tensorial, de forma que ndo precisaria esperar quatro anos de graduacdo para

entrar em contacto com algumas dessas ideias.
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6. CONCLUSAO

Podemos nos perguntar o porqué de se estudar buracos negros ao invés de nos
preocuparmos com outras estruturas mais importantes como asterdides que estdo em
rota de colisio com a Terra ou mesmo com o desenvolvimento de novas fontes de
energia limpa.

Acontece que 0S buracos negros sdo objetos muito curiosos, “sugam” toda
matéria e informacgdo que atravessam seu caminho conduzindo-os para uma regido
pontual. O tempo e 0 espago se comportam de uma forma diferente para regides
distintas em suas proximidades.

E razoavel tomar esse comportamento exdtico de algumas grandezas fisicas sob
0 ponto de vista da mecénica classica como ponto de partida para sua pesquisa.

Se para vocé é necessério algum motivo palpével para estuda-los, tome entéo sua
colisdo com outro buraco negro. Este evento gera uma fonte temporéaria de ondas
gravitacionais, previstas teoricamente pela relatividade geral e ainda ndo detectadas.

Os buracos negros tambeém podem ser fundamentais para se entender
corretamente a gravidade, uma das quatro interagbes fundamentais, os modelos
cosmoldgicos de evolugdo de nosso Universo, assim como também para a confirmacéao
dos modelos de evolugéo estelar.

E verdade que talvez em um futuro préximo ndo encontremos nenhuma
aplicagdo do estudo que envolve o0s buracos negros na vida humana. Entretanto, se esse
fosse o critério sobre o qual baseamos o que devemos estudar, ndo haveria

computadores para nos dizer isso.
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7. APENDICES

APENDICE A

AS LEIS DE KEPLER

Durante o século XVI o astrdnomo dinamarqués Tycho Brahe observando o céu,
em um trabalho patrocinado por nobres, registrou varios dados a respeito da orbita dos
planetas. Para interpretagdo destes dados colhidos, Tycho Brahe contratou um talentoso
matematico chamado Johannes Kepler que passou a ser seu assistente. SO ap6s a morte
de Tycho Brahe, Kepler conseguiu dar uma interpretacdo a esses dados, enunciando o

que hoje conhecemos como Leis de Kepler [6].

12 Lei

Todos os planetas se movem segundo Orbitas elipticas, com o Sol posicionado em um

dos focos, como podemos observar na Figura 18 abaixo.

Figura 19: Os planetas descrevem oérbitas elipticas em torno do Sol, que ocupa

um dos focos da elipse [17].

22 Lei

A linha que une qualquer planeta ao Sol varre &reas iguais em tempo iguais, como

podemos observar na figura a seguir.
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Figura 20: O segmento que une o sol a um planeta descreve areas iguais em

intervalos de tempo iguais [18].

3?2 Lei

O quadrado do periodo de qualquer planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo maior
de sua orbita.
T2=Cr3 (A1)

Devemos ter em mente que esses resultados deram forgca a chamada Lei da
Gravitacdo Universal desenvolvida por Issac Newton [19]. Essa lei € uma relagdo
matematica mais fundamental do que as Leis de Kepler, de forma que podemos deduzir

as conclusdes de Kepler a partir da descoberta de Newton [6].
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APENDICE B

CRONOLOGIA DOS BURACOS NEGROS

Apesar dos buracos negros serem um produto da relatividade geral (século XX),
previsdes sobre corpos semelhantes datam mais de 200 anos antes. A partir do
desdobramento das leis da gravitagdo universal de Newton com a teoria corpuscular da
luz o astronomo amador britanico John Michell e posteriormente o grande matematico
Laplace conjecturaram, no final do século XVIII, que estrelas densas suficientemente,
as quais a velocidade de escape fosse maior que a da luz ndo poderiam ser observadas.
Laplace, em seu livro Exposition du Systtm Du Monde, as classificou como estrelas
escuras. Essas precursoras dos buracos negros também sdo chamadas hoje de buracos
negros newtonianos [28].

O conceito moderno de buraco negro surgiu durante o século XX. De forma
mais exata, apos a publicacdo de Oppenheimer e Snyder sobre 0s seus estudos a respeito
do colapso estelar em 1939. Embora esses corpos ja pudessem ser descritos
geometricamente em 1916 com a solugéo de Schwarzschild.

Segue abaixo uma linha do tempo a respeito das descobertas sobre estes corpos
celestes [20].

1783 — John Michell e posteriormente Pierre Laplace (1796) concebem as estrelas
escuras.
1916 — Karl Schwarzschild encontra a solugédo de vacuo esfericamente simétrica das

equacdes de Einstein que contempla buracos negros sem rotagéo.

1916 — Hans Reissner e independentemente Gunnar Nordstrom (1918) obtém a solucéo

das equacdes de Einstein correspondente a buracos negros estéaticos com carga elétrica.
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1939 - Julius Oppenheimer e Hartland Snyder concluem que estrelas, ao colapsarem,

podem dar origem a buracos negros.

1963 — Roy Kerr encontra a solucéo de vicuo das equagBes de Einstein para buracos

negros com rotagao.

1965 — Roger Penrose prova que dentro do horizonte de eventos de um buraco negro

sempre se esconde uma singularidade.

1967 — John Wheeler cunha o termo buraco negro.

1971 - Um grupo de astronomos e fisicos experimentais observa fortes evidéncias de

que Cygnus X-1 abriga um buraco negro.

1971 - Stephen Hawking prova que a soma das &reas dos horizontes de eventos de um

sistema de buracos negros nunca decresce por nenhum processo fisico cléssico.

1973 - Jacob Bekenstein associa entropia aos buracos negros e enuncia a Segunda Lei

Generalizada da Termodinamica.

1974 - Stephen Hawking descobre que buracos negros podem evaporar quanticamente.

2004 — Hawking volta atrés e afirma que a informacédo contida nos buracos negros

ndo desaparece.
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APENDICE C

GEODESICAS

A geodésica é a menor distancia que une dois pontos de forma que, para peguenas
variacbes da forma da curva, o seu comprimento € estaciondrio. Para seu calculo,

recorremos ao principio da minima agéo.

Definimos um funcional chamado acéo, dado por:

[yl = [ L(y(0). ¥, dx ,

Xy

(C.1)

onde L(y,y,x) é a lagrangiana do sistema; y e y sdo fungdes que possuem como

argumento x; de forma especifica y é a derivada de y em relag&o a x.

o#sf Ldt

Figura 21: Variacdo de uma curva [21].

Se exigirmos que a acdo seja estaciondria, Figura 20, entdo temos:

85[y]=0 . (C.2)
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Encontraremos, impondo certas condicdes, a relagéo abaixo:

oL _i(aL
ox*  du ox?

)=085[y]=0 , (C3)

Equacdes de Euler —Lagrange.

onde os parametros x* e x* sdo chamadas coordenadas e velocidades generalizadas,
respectivamente.

Para o estudo de distancias minimas utilizamos a lagrangiana abaixo:

L= [g., (0x*x°]? , (C.4)

Lagrangiana para o calculo de
geodésicas em superficies, escrita de forma

compacta.

onde o simbolo * acima de uma fungdo denota derivada em relacdo a u e gap € uma
matriz. Conhecendo a lagrangiana do sistema podemos entdo calcular as geodésicas. A
principio basta substituir (C.4) em (C.3). Entretanto isto nos levar4d a uma série de
complicagOes, sendo mais interessante trabalhar com as equagdes de Euler-Lagrange

para o caso em que temos derivadas parciais de L2.

oLz d ,oL2

ax_a_a(a?):o : (C.5)

Equacdes de Euler-Lagrange para

0 €aso em que temos L2.

Se conhecermos a matriz g, que obtemos diretamente por meio métrica estudada,
entdo podemos calcular as geodésicas desta variedade.

Calculemos, por exemplo, as geodésicas da solucdo de Schwarzschild, de um
modo mais elegante ao utilizado na segéo 4.3.1.

La exigimos que

(1) Deslocamento radial dQ2=0.
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(2) Geodésicas para fotons ds2 = 0.

A matriz g para o caso do espaco-tempo de Schwarzchild é escrita em coordenadas

esféricas como:

12" 0 0 0
r
g,=| O —(1—27”1)-l 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

A métrica, de forma alternativa, pode ser escrita de forma compacta como:

ds2=>"g,,dx"dx" : (C.6)
ab

Para luz em particular, escrevemos a métrica como:

dsz =) g,dx*dx" =0 (C.7)
ab
Seja a lagrangiana de nosso sistema:
Lo=[—2M)e2 - 1—2M)1p7] . (C.8)
r r

Substituindo (C.8) nas equacdes de Euler-Lagrange (C.5) obteremos duas relagdes:

e para x* =t teremos:
f(l—z—m) = const. , (C.9
r
e para x* = rteremos:

r l—z—m)‘l = const. : (C.10)
r

Substituindo (C.9) em (C.7), teremos:

F2=k? . (C.11)
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Podemos escrever t=t(r), de forma que a derivada de t em relagdo a r é escrita como:

dt .
dt du t
e ; (€12)
dr
dr A ¢
segue de (C.9) e de (C.10) que,
a__r : (C.13)
dr r-2m
integrando teremos,
t=r+2mIn|r — 2m|+ const : (C.14)
ou
t =—(r +2mIn|r — 2m|+ const) : (C.15)

A partir das relagBes acima tragamos o grafico da figura 21.

congruéncias nulas entrando

-

singularidade

angruEncias
nulas saindo

r=0 r=2m

Figura 22: geodésicas tipo luz para a métrica de Schwarzschild [11].

Da mesma forma que fizemos para a solu¢do de Schwarzschild podemos fazer para as
outras solugdes.

Para melhor entender a principio variacional e o formalismo lagrangiano consulte [22].
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APENDICED

AS EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

As equagBes de campo de Einstein sdo equacBes de sua propria teoria da
gravitacdo, chamada relatividade geral, que descreve como a matéria “gera” gravidade.

Ela é escrita como

G, =—2T . (D.1)

Equacdes de campo de Einstein.

As equacdes de campo de Einstein se reduzem a equacdo de Poisson num limite
ndo relativista, isto é, a velocidades baixas e campos gravitacionais pouco intensos.Para
saber como Einstein chegou a essa relagcdo assim como as ideias que o influenciaram,
consulte as referéncias [11][7].

A parte esquerda da equacdo (D.1) nos informa a respeito da geometria
deformada pela matéria descrita na parte direita da equagdo. As letras com indices sdo
chamados tensores. Para uma primeira leitura, podemos imagina-lo como uma forma
compacta de escrever equagOes relativamente grandes como as de Einstein.

O tensor de Einstein é escrito em fungdo de outros tensores da seguinte maneira:

(D.2)

Tensor de Einstein escrito em funcdo de outros

tensores.

onde esses outros tensores também possuem nome e sdo escritos em fungdo dos

coeficientes da métrica g, que seguem abaixo:
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Tensor de Ricci,

R, =0} —0,[h +T,T; —TiT; : (D.4)
Escalar de Ricci
R=9g"R,, . (D.5)
Simbolo de Christoffel°,
1 4
rfv = Egﬁ (augav +avgau _aa guv) ) (D6)

O tensor momento energia para o fluido perfeito também é escrito em funcédo de

outros tensores.

T, =(p, +pu,u, —pg,, : (D.3)

Tensor Momento-Energia para um fluido perfeito escrito em

funcdo de outros tensores para o caso de um fluido perfeito.

onde p. é a densidade propria, p € a pressdo escalar, u é a quadri-velocidade referentes
ao fluido perfeito.

A partir de agora, nos preocuparemos em encontrar uma metrica esfericamente
simétrica a partir das equagBes de Einstein para o vacuo. Métrica a qual podemos
utilizar de forma aproximada para corpos de lenta rotacéo.

Para 0 vacuo p.= 0 assim como p = 0. Isso implica que T..= 0. Por sua vez,

R, =0,pois T, =0 . (D.7)

Os coeficientes de uma métrica esfericamente simétrica de uma forma genérica podem

ser escritos como [23]:

9, = diag(A(r),~B(r),—r?-r2sin 20) . (D.8)

09 simbolo de Cristoffel ndo é um tensor.
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Devemos nos incumbir de encontrar A(r) e B(r).
Substituindo a métrica esfericamente simétrica nas equacbes de Einstein
encontraremos o conjunto de equacdes diferenciais
AII AI AI BI AI

Ry=-—+—(—4+—)——=0 , D.9
® 2B 4B(A B) rB (B:9)

A" A A B'. B
R = (—+— _—:O y D.lo
12A 4A(A B) rB (b-10)

1 r A B
R.-1_14 ' _ 520 , D.11
2 =g oo o) (D.11)

R, = Ry, 5iN20 =0 . (D.12)

Para o célculo do tensor de Ricci devemos calcular antes todos os simbolos de
Christoffel assim como as derivadas dos coeficientes da métrica.

Multiplicando a equacéo (D.10) por (B/A) e somando este resultado a equagao
(D.12) encontraremos que A'B—B'A=0. Isso implica que AB = a = constante.

Utilizando essa relagdo na equagéo (D.11) encontraremos que:
d
—(rA) =k = const , (D.13)
dr

e que

A(r) :a(1+%) e B(r) = (1+%)-1. (D.14)

No limite de campos fracos [9], encontramos a relagéo:

GM
c2r

Jpo ® 1-—>) . (D.15)
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Por outro lado,

A(r) = (1+%) . (D.16)

Igualando (D.16) a (D.15), obteremos:

AN _ 29 , (D.17)
c2 c?

e escrevemos a métrica como:

ds? = (1= 2Myare 4 (1= My 1dre 1 ro[do2 + (sen26)do?]
r r

(D.18)

Essa a é famosa métrica encontrada por Karl Schwarzschild, fisico aleméo que a
descobriu com um més ap6s o lancamento da teoria da relatividade geral de Einstein.
Teve pouco tempo para estudar as consequéncias de seu trabalho uma vez que veio
falecer pouco tempo depois de sua publicagéo.

Para mais detalhes a respeito destas contas consulte a referéncia [23].
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