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Resumo

A presente monografia pretende introduzir o leitor na Teoria de Campo Classica e na Teoria
Classica do Monopolo Magnético através da teoria de minima acao e do desenvolvimento do
eletromagnetismo.



Abstract

This monograph aims to introduce the reader in Classical Field Theory and Classical Theory
of Magnetic Monopole through the theory of least action and the development of electromag-
netism.
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Considera@es Iniciais

Neste capitulo, a estrutura da monografia & apresentada.
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1.1 Divisdo de cafitulos 11

1.1 Divisao de captulos

A presente monografia se baseou no estudo da Teoria Classica de Campos e do monopolo

magnético classico.

O segundo capitulo produz ferramentas matematicas que serao usadas no estudo da teoria
de campo, baseadas na introdu¢ao do atculus of variationgJost e Li-Jost 1998], que sao
aplicadas a Teoria Classica de Campo, desenvolvida através de um estudo et&nica
Analitica [Lemos 2007].

O terceiro capitulo desenvolve a teoria eletromagnética, seguindo o modelo do livro de teo-
ria de campd@ourse of theoretical physics: The classical theory of fifldadau e LifSic 2009]:
inicia-se pela relatividade restrita, onde sao determinadas as propriedades do espaco. De-

pois desenvolve-se através do principio minimal o comportamento de particulas carregadas no
campo eletromagnético. Apesar do livro texto utilizaBistema Gaussiande medidas, foi
adotado dSistema Internacional

No quarto capitulo, sao abordadas algumas caracteristicas dos monopolos magnéticos, pau-
tadas pelos livroMagnetic monopold§hnir 2005], dedicado ao assunto, e pelo li@tassical
electrodynamic§dackson 1999]. O capitulo se introduz pela colisao de uma particula elétrica
e uma magnética. Em seguida, € discorrido como & possivel descrever o monopolo no eletro-
magnetismo.

Além da bibliografia citada, serviram de apoio no estudo de monopolos o livro de ele-
trodinamicalntroduction to electrodynamidiGriffiths 1999] e o artigdSobre a exig&ncia de
monopolos maggticos[Schonberg 2002], que trata de propriedades dos monopolos.

1.2 Nota@o

Ao longo da monografia, serao utilizadas algumas notagdes que sao descritas na tabela
abaixo. Alem do mais, indices repetidos serao somados da forma

S AB =AB |

onde indices latinos possuem valores de 1 a 3, e indices gregos de 0 a 3.
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Simbolo Significado
Fa, b Espaco de fung¢des continuas definidas no interealy
C-diferenciavell Funcao cuja c-ésima derivada existe dentro do intenaldedinicao
d Os vetores estao em negrito
0Q Borda do espacQ
d*Vv Volume quadridimensional
Oy Representa a derivada parcﬁ?}
Auv Representa a derivada parcﬁgéﬁ

Tabela 1.1: Notagao a ser usada na monografia



2 Teoria Classica de Campos

Neste capitulo sao apresentados as ferramentas da Teoria Classica de Campos.
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2.1 Introducao

A Teoria Clssica de Campestuda sistemas fisicos cujas quantidades que os definem sao
funcdes do espaco e do tempo. Essas fungdes determinam um estado do sistema e sao chamado:
graus de liberdadéa teoria. O objetivo da teoria & encontrar uma forma explicita para os graus
de liberdade, de forma a determinar os possiveis estados do sistema. Diferente da teoria classica,
a Teoria Quantica de Campdrata de sistemas fisicos cujos graus de liberdade sao operadores
diferenciais regidos peldlecanica Quantica Esta monografia nao tratara dessa teoria.

Este capitulo se inicia com a introducao de propriedades do espaco de funcdes, espaco que
se encontram os graus de liberdade a serem estudados. Em seguida, & introduzido o principio
de minima a¢ao, que sera utilizado na Ultima se¢ao para o desenvolvimento da Teoria Classica
de Campo.

2.2 Funcional

Um funcional & uma regra que leva um elemento do espaco de funcdes em um espaco real.
2\ 12
Como, por exemplo, o funcion&l|f] = [f (O)] que associa uma func¢dqgr) ao seu valor ao
quadrado na posicéo= 0.

Um funcional associa um valor real a uma funcao de forma analoga a maneira que uma
funcdo associa a um ponto no espaco um valor real. Também de forma analoga & definido a
taxa de variacao de um funcional no espaco de funcdes, definindo-se a distancia entre funcdes
e a continuidade do espaco de funcgoes.

Definicdo A distancia de nésima ordende f; e f, em um espaco de funcdeB|a,b| C-
diferenciavel(C > n) é definida por:

_ () gy _ £
Pn(fl,fz)—a<x<brr|‘(2?1 ..... ) fm () -7 - (2.1)

Definicao Um funcionald é continuo se para todo> 0 existe umd > 0 tal que

sep(fy, f2) <& = PI[f1] —J[f2]| <€ . (2.2)

2.2.1 Diferenciabilidade

As caracteristicas locais de um funciodgl] ao redor da fungaé & descrita pela variagao
do funcional causada por incremem6 = f — f:
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J[f+8F]—J[f] =AI =Ly (f,8)+B(51)8F| (2.3)
4J

onde lim, g 51)—0B(f) = 0. A quantidade&J, chamada de primeira variagao ie¢ uma
primeira aproximacao para comportamento do funcidmals proximidades dé.

Definicdo Umaforma bilinearé um funcionall[f,x] tal que & linear enf e emx. Ou seja,
para todaay, a2 e B1, B reais

Jaafi+azf2, Bi1g1 + Boge] =
= a1B13[f1,91] + a1B23[ 1, Qo] + a2B1I[ f2, 1] + a2B2d[ f2,02] - (2.4)

Definicdo Umaforma quadaticaé um funcionaK|[f] = J[f, f], ondeJ & uma forma bilinear.
Exemplo SeK é quadratico, entalé[a f] = J[a f, a f] = a?J[f, f] = aK][f].

Uma segunda aproximacao para o funcidfhél pode ser obtida analogamente a aproximagao
de uma funcao por uma série de poténcias:

A= La(F,8) + 2L(f,51) + B(ST) B2 | (2.5)
oJ 2 02

onde quantidad&?J & chamada de segunda variacad de se compara & segunda derivada.

No principio minimal, procuramos fun¢des que em funcionais sejam 0s menores possiveis.
Ou seja, procuramos funcdes tais dide= 0 e 52J > 0.

2.3 Calculo Variacional

O objetivo do calculo das variagdes consiste em encontrar uma fufigaa : R — RY, tal
que o funcional

1[u] :/:F(t,u(t),U(t))dt; F:lab xRIXRI— R (2.6)

tenha um valor minimo. Esse funcional & conhecido cagim, e normalmente a funcao

solugaou(t) satisfaz a algumas restricdes como, por exemplo, as condi¢cdes de contorno de
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Dirichet", onde o valor da funcao & dado ao longo da borda do intervalo; ou uma restricao que
u seja continua e diferenciavel por partes.

No caso de uma funcap

g:Q—R |
RA—R

0 seu extremo é dado quando sua derivada € nula:
Jg .
= =0 : i={1,2..d} . 2.7
g~ = {12..d) @7)

Para que esse extremo seja um minimo, & suficiente que a matriz H@%pﬁ A5 ax ax
iOR]

tenha determinante positivo.

Exemplo A funcgao f(x1,y2) = x1-|—x2 tem um minimo enx; = X = 0. De fato

’(?x -0

2+0=0e,21- =25, >0.

A situacao de um funcional & mais complexa que de uma funcao. Enquanto a funcao é
derivada no espaco cartesiano, um funcional & derivado no espaco de funcodes.

Ideia de Minimizacao

Seu & uma fung&o que minimiza a a¢@o (2.6), tal que as fungded (t.f,f) eu = u(t)
sao fung¢des continuas e com segunda derivada continua no infarbal&ntado, para qualquer
h e Cl([a,b],RY) " ese [0,¢), para algune > 0

utsh] > 1] (2.8)

onde .
I[u+sh]:/ F(t,ut+sh,u+sh)dt . (2.9)
a

O funcional da equagab (2.9) pode ser descrito pela fug@e= | [u+sh], g: R — R, que

*Nesta monografia sera usada somente a condi¢do de Dirichet.
Ch([a,b],RY) & o conjunto de fungdés: R — RY n-diferenciaveis que se anulam antes de chegar no extremo
do intervalo
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possui um minimo era= 0, implicando que

gd0)=0= dﬂsl [u—i—sh]‘

s=0
b .
:/ (OuF -h+04F -h) dt =0
a
b
/ (DUF—%DUF)-hdt:O . vheCi(jab],RY (2.10)
a

onde foi utilizado integracao por partes.

Para a equacad (2]10) ser desenvolvida, & necess&imaofundamental doatculo de
variagdes

Lema 2.3.1.(Lema Fundamental do&lculo de Variages) Sén € C%((a,b), RY) satisfizer
b
[ ht)-9(t)ct=0; Yo e G5 ([a bl RY) (2.11)
a

entioh = 0.

Prova Por absurdo, suponhamos que exista uma componéntib riio seja nula no ponto
t =to, ou seja, W (tg) # 0. Como P & contnua, existe und > 0 tal que

a<tp—o<tp+o<b ,
onde seto—t| < & = | (t)| > 3| (to)|.
Entdo, escolhemog de forma que

@o(t) =0, selto—t| >3 ;
@°(t) >0, selto—t| <3 ;
@o(t) =0, sei#ip
Assim
b b .
/ah(t)-(p(t)dt:/a ho(t)go(t)dt £0 . (2.12)

ABSURDO! Conclimos qued ndo pertence ao interval(a,b), enéio h(t) = 0 para todo
te(ab). O

Teorema 2.3.2.Se F € C?([a,b] x RY x RY) eu € C?([a, b] x RY) & um ninimo de

b
I[u]:/a F(t,u(t),oft))dt | (2.13)
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que atende condig@o de Dirichlet nas bordas, i ele deve atender a equas;diferencial

de Euler-Lagrange: g
+ (DuF) —OuF =0 . (2.14)

A (2.14)é uma equado diferencial ordiria de segunda ordem em

DU(DUF)-U+DU(DUF)-u+%(DUF)—DuF:o . (2.15)

Prova Da equago (2.8) a equaéo (2.10) mostramos que a condig ninima de [u] nos leva

a equaéo
b
/ (DUF—%DUF) -hdt; vhe C(ja,b],RY) =0 , (2.16)
a
a qual, pelo lemé2.3l1, nos legacondigo (2.14) O

Exemplo (Menor distancia no euclidiano) Qual € a menor distancia entre dois pare&sno
espaco euclidiano?

A distancia entre dois pontos através de uma cyftac C1([0,1],R"), a qualy(0) = A e
y(1) = B, & a integral do comprimento infinitesimal da curva

Cv 1. 1
clyi= [ e = [ Ivetl = [ Vi 247)

A curvay é aquela qu€ly] € minimo. Nessa condi¢ao, com 2.14[emP.17.

d folvily _alvl _
dt \ dy oy

(k)

Lema 2.3.3.Se F r&o depende explicitamente de t,@&mta quantidade F- u- [y F nao depende

(2.18)

do tempo.
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Prova Com o produto escalaf2.14)u, obtemos

d JF OF N .
0=u a(DUF) ~DUF—<E—W)—(U-DUF—U~DUF)
d oF dt . oF
oF d .
i =g F- U F)=0 . (2.19)
]
Se a condicao de minimo do funcional
b
I[u]:/ F(t,u(t),u(t)) dt (2.20)
a
esta limitado a condicao
/Gtu Ndt=Co | (2.21)

entao se faz necessario o uso dos multiplicadores de Lagrange.

No caso de fungdes, o extremo &€, y) que pertence a superficigx,y) = Ko atende a
equacao
Of +A0g=0 . (2.22)

Analogamente, as fun¢ddss) = I[u + sh| e g(s) = SJu + sh] possuem um extremo em
s=0, atendendo a equac#o (2.22). Portanto,

d
d_s(l[quShH)‘S[UjLShDLOZO

Entao o extremo do funciondl(2]20) restrito pela condifaa]2.21) & a solucédo da condigcao

de minima acao do funcional
b
HIu] :/ (F+AS) dt (2.23)
a

2.4 A med@nica atraves do prindpio de minima acao

A natureza & complexaE inimaginavel descrever todos 0s processos que ocorrem nela,
e impossivel conhecer precisamente o futuro de todas as coisas que a compde. Contudo, &

*ComoF = F(u,u,t)

dF du di  OF dt OF dt
o = DuF- dt+DuF~E+Wdt 0-OuF + -+ OuF
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possivel modelar a evolugao temporal de sistemas questast parte da natureza, escolhendo
caracteristicas especificas, e assim conhecer com certa precisao o futuro das caracteristicas
escolhidas.

O sistema que modela parte da naturezasistemaisico. O objetivo de uma teoria fisica
é poder quantificar a sua dinamica, regida pelas regras do modelo fisico, e assim descrever a
natureza.

A evolugao de um sistema fisico se da atravésstadosum sistema fisico muda com o
tempo se ele muda de estado. Os estados sao definidos por caracteristicas mutaveis da natureze
como a pressao, volume, posicao etc. Essas caracteristicas mensuradas em variaveis Sao 0S

graus de liberdadelo sistema.

O modelo fisico dita regras que aplicadas ao sistema geram sua evolucao. Essas regras sao
compostas por urprincipio de relatividade que relaciona os graus de liberdade observados
grupo de referenciais diferentes; e um grupo de limitacdes dos graus de liberdade.

Em termos praticos, o sistema fisico define os graus de liberdade da teoria e o modelo dita o
espaco em que esses graus de liberdade evoluirdo. Esse espaco é chaspdpaide estados

Dentro do contexto de espaco de estados, as limitacdes impostas pelo modelo restringem
os graus de liberdade & uma hipersuperficie do espaco de estados e o principio de relatividade
definem as simetrias do espaco. No caso da relatividade restrita, o principio de relatividade é
dado pomreferenciais inerciaigle Lorentz, que representam observadores que se movem com
velocidade relativa constante entre si cuja transformacao das coordenadas de um refé@rencial
para um outrx(t) que possuem velocidade relativa dado por

X(E) =y (x+ ¥et)

~ (2.24)
cf = y(ct+ ¥x)

1 , . ~ . A . .
ondey = ——— €ecéa velocidade da luz. Entao, a distancia entre dois pontos neste espaco
V1-(3)

deve ser invariante sobre a transformacao de Loretnz. Esse espaco & o espaco hiperbolico cujo
elemento de distancia infinitesimal & dado pst € c?dt® — dx?.

Entre dois estados, existem incontaveis caminhos, sucessao de estados, que os ligam no
espaco de estados. Contudo, a natureza s6 escothekmre todos os caminhos possiveis,
existe um caminhbespecial que todos os referenciais dentro do grupo de relatividade do mo-
delo sao capazes de identificar. Esse caminho &€ o mesmo seguido pela natureza.

*Lembrando que estamos em uma analise classica, onde & possivel definir trajetérias no espaco de estados.
TEm geral, um nimero contavel de caminhos. Um exemplo & a trajetoria luminosa através de lentes.
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2.4.1 A a@o de um sistema

Dentre todos os caminhos possiveis entre dois estados no espaco de estados, existe o que
o grupo de relatividade concorda que é diferente dos demais. Para encontra-lo, devemos olhar
para uma quantidade relativa ao caminho tomado, e que os referenciais concordem que existem
caminhos especiais para essa quantidade.

A quantidade que procuramos € a seguinte acao, formada por uma integral sobre um cami-
nho no espaco de estados

b
su(t) = [Lat . (2.25)

ondeu é a posicao de um estado no espaco de estadoama funcao dos graus de liberdade
chamaddagrangeanat &€ o tempo, que esta parametrizando a curva no espaco de estados.

A acaoSju(t)] relaciona um caminho no espaco de estados a um numero. Valores especiais
para agao sao seus maximos e minimos relativos. Como s6 procuramos um caminho, podemos
escolher o sinal de de forma que as equacdes que reggh), conecidas comequa@es de
movimentpsao geradas pela curva que minimsaa(t)]. Esse € dPrincipio de Mnima Ago.

Pela equacad (2.114), a condicdo de minimacag[alg)] para a funcaai(t) exige que ela
atenda a equacao de Euler-Lagange

d

o (Dub) =0l (2.26)

No caso de uma particula livre no regime newtoniano, os graus de liberdade sao a posicao
x e a velocidade 0 grupo de relatividade & dado pela transformacao de galileu

X(t) = X+ vt
(~)~ * (2.27)
=t
A lagrangeana € dada pela energia cinética
2
L— mx7 , (2.28)

onde m & a massa da particula. A ac&o de dois referencias difegpritgse SX(f)] sdo tais
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que

= OS%(D)] = dSx(t)] (2.29)

0 que implica que a equacao de movimento de ambos os referenciais geram a mesma trajetoria.
Explicitamente, a equacao de movimento é

mk=0 |, (2.30)

que representa a segunda lei de Newton para uma particula livre.

2.5 Teoria Classica de Campos

A teoria classica de campo descreve sistemas com graus de liberdade continuos. Ela € ne-
cessaria, pois a teoria quantica de campo, a qual descreve particulas elementares, por exemplo,
depende de uma formulacao classica.

2.5.1 Teoria Chssica de Campos na forma Lagrangiana

Um sistema com infinitos graus de liberdade discretos pode ser descrito pelas variaveis
gk(t) comk € N. J& um sistema com um namero continuo de graus de liberdade nao pode ser
descrito como tal, mas pelas func@gét) comx € R"; os graus de liberdade continuos serao

descritos potp (x,t) = (¢1, ..., dn).

A lagrangiana de um sistema discreto & uma soma sobre os graus de liberdade. No sis-
tema continuo, sera uma integral do que é a densidade lagradgiaBta depende de termos
cinéticos dos graus de liberdadigx,t). Também deve conter informagao sobre a interacao
local, Ox ¢ (x,t). Assim, send@ o espaco de interesse, a acao a ser minimizada é

to t2
A[¢]:/tl olt/Q.,zﬂ(qux,t),qa(x,t),quux,t),x,t)o|“x:/lj dL . (2.31)
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A relagao entreZ el & dada por
L= [ 200,00, Tp(x..xOdx (2.32)
Q

Com a hipbtese de que a solugao miniia,t) da equacad (2.81) exista, entdo se
d(x,t,€) = p(x,t) +eh(x,t) |,
ondeh(x,t) € C3(Q x [ty, tz], R"), portantod(x,t,0) = ¢ (x,t).
ComoA[¢] & um minimo, entdo a fun¢ao
w(e) = Alf] = ttzdt/Qg(flT(x,t),iﬁ(x,w,Dxcﬁ(x,t),x,t)d”x
1

tem um minimo ent = 0. Portanto

dw A a_A B 13 . ) ) i
EE:O_O_ Je ¢_¢—/tl dt/Q(D&Z h+|:||:|¢$ |:|h+|:|¢—$ h)dX

_[® d i

[l s atena] o

ot

A relacao dada pela equacé@o (2.33) prové a dinamica dos graus de liberdade do campo.

2.5.2 Teoria de campo relativstica

Na relatividade, o espaco & quadridimensional. O tempo representa a coorferarta
ondec & a velocidade da luz. Nessa situa¢ao, nao sera integrado sobre um@spach|, mas
o volume quadridimension&’. De agora em diante nao havera distincao entre coordenadas
espaciais e temporais. Na forma covariante, onde os indices repetidos representam uma soma,
a equacao de Euler-Lagrange tem a forma

0.7 0.7
oy L (%,u)} 9. 0 (2.34)

onded, = ((—1:%, D).
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2.5.3 Derivada de um funcional

O que representaria a derivada de um funcional vistalem (2.3)? Um analogo a derivada
direcional de uma funcéao seria a quantidade

SGFlf+ea o (2.35)

ondef e o sao funcoes.
As fungbes na equacab (2/35) comportassem-se como vetores no espago de fungdes e o

funcional é diferenciado em uma direcao desse espaco. No calculo de muitas variaveis reais, a
derivada def (Xy, ..., Xy) na direcao/ = (v, ...,V,) & dada por

=Vv.-Of
e=0

d
—f(r+ev
d£(+€)

Y

ondelf & o gradiente dé. O gradiente representa a ideia de derivada em n dimen%ées:
Analogamente, a derivada funcior%l é definida implicitamente por

iF[f-l—ea]

oF 5F
= _o. ——/Qa( 0 dx (2.36)

o of 5

A derivada funcional tem algumas propriedades como:

1. E linear:

Prova SejamG eH dois funcionais, @, b dois nimeros reais. Ent aGgfbH) a‘g—? +

b%—'?. De fato, seja o funciond# = aG+ bH na equac¢ad (2.86). Portanto

d (aG[f + 0| +DbH[f +€0])

Grrs _
e [ +ea] .
B 0(@aG+bH) ,
/ 5f 9%=
d d : :
—a—G[ft+ea]| +b-"H[f+ed] :a/ ot —d x—i—b/ o(x,t) —dx
de £=0 de £=0 Q
_,(aG+bH) 3G 3H
BT a5t b5f

2. Segue a regra de produto das derivadas;

Prova SejamG eH dois funcionais. Entagﬂ G‘SH . De fato, sej& = GH
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na equacad (Z2.86), entao

d d
—F[f+&e0] (G[f +ea]H[f +€0]) =
de e=0 d e=0
/ : d X
d d N
=H —GI[f +&0] +G —H]| H/ X, t —dx—l—G/ o(x,t)
de €0 de
6 GH ) oH oG
STt O Tt
(|
3. Segue a regra da cadeia.
Prova Seja uma funcag = ¢(F[f]). Entéog—‘f = %g—ﬁ. De fato,
d ¢
—o(F[f = d"x
0o = [otnyy
dp d o dpdg n
G gl el /o( B bd
op dpdF
3T dEST (2.37)
(|
Para um funcional de mais de uma varia¥#gfs, ..., fn], ele & definido por
—F[fi+¢&0y,..., fn+ €0y /a(x t)5—Fd” (2.38)
dE 1 1,---5 In n ce0 o k 6f . .

Em comparacao com a notacao da variacao da acao
OA= [ d" —6 f
/ AET

= oo (aa)| o

a derivada funcional seria o primeiro termo de aproximacao lpgfa- 6 f] em poténcias de

o f. Portanto, a derivada de um funcional & dada por

oA 0% 0%
56~ 9.0 [at0aa)) (259

onde o extremo do funcional & alcangado quaﬁﬁ(h 0.
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2.5.4 Teoria de campos na forma hamiltoniana

As equac0Oes de Euler-Lagrange sao equacdes diferenciais lineares de segunda ordem que
podem ser simplificadas ao dobro de equacdes de primeira ordem com uma transformacao de

Legendre[Zia, Redish e McKay 2009]. No caso, a lagrangianalL (q,q,t)) € transformada
na funcao hamiltoniangd = H (p, p,t)) pela transformacao

L=p-g—L , (2.40)

onde a variavel transformada, chamada de momento conjugado, & definida como

oL

onde o momento conjugado a velocidade € o momento linear.

O momento conjugado continud (x) & definido analogamente ao caso discretd por

= %% (2.42)

Da mesma forma que foi definid¢’ e L na equa¢ad (2.82), definimos a densidade de
hamiltoniana,”Z’, como
H=1"¢q - & (2.43)

A relacao da hamiltoniana e sua densidade é similar a da lagrangiana, abordada na equacao

@32)
HIg.m = [ d# (9,09, 0m 2.44)

A densidade de hamiltoniana esta associada com a densidade de energia assim como a
hamiltoniana se associa com a energia.

Equagdes de Hamilton

A acgao neste formalismo &
A = [ &I (1 g — )

e [ 0 Yo b ) o]

*Mesmo sem o suporte de um teorema como o da fungao implicita, sera utilizado que sempre podemos encon-
trar 1, em funcao das variaveis de momento conjugado e tempo.
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Anulando os termos multiplicados pelas variacdes, séadgs as equacoes

o0 0 oH

ba =G~ o(0m%)  oma (2.45)
. oA o SH
nﬂ:—a%m-a(m%):—wa . (2.46)

Com a derivada funcional, fica claro a analogia das equa¢des de Hamilton do caso discreto

com o caso continuo.

Parénteses de Poisson
SejaX um funcional dep e i1, e Z” sua densidade. Entao

X(g.m= [ 2°(9.00,m O x.0 o'

Sejam¢ e rrtais que anulam-se no infinito espacial. O paréntese de Poisson € definido por

(XY} :/{(fd: 55; - ;;(a 5‘1 } d™x . (2.47)

Com uma variacao temporal

dX oX . OX . 02
E—/{m%*ﬁ"”w}dx
por@@e@)/ oX 5_H_ oX OH +0% dx

N Opg M O d¢y Ot

(X 3H X SH) o 0 \
—/{5%? Waqba}d”ﬁ/‘%dx

dX oX
:>E:{X7H}_|_ﬁ . (248)

Entado, seX nao depende explicitamente do tempo, o paréntese de Poisson descreve a

evolucao temporal d¥. No caso especial com os funcionais

Xa[X, da] = da (X, 1) = / RS (X — %) (%)
Yoy =Py = [ Yy -9m(9) |

onde{XO,,Yﬁ} — 8P 5(x—y). Portanto

{pa(xt). TP(y,)} = OFS(x—y) | (2.49)
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é aversao continua dej, pj} = &j. Alem do mais{dq (x,t), 9P (y,t)} = {m (x,1), PP (y,t)} =
0.

2.5.5 Simetrias de Aéo e Teorema de Noether

Transformacoes infinitesimais

Uma transformacao infinitesimal geral das posicdes e funcdes & dada por

XM= g =xH 4+ AxH

$a(X) = Ga(X) = ¢a(X) +Ada(X)

A variagaod ¢, (X) da fungao causada pela transformacao infinitesimal da funcéo é definida
como

09a(X) = Pa(X) — pa(x)
que difere da variacaf¢g, que também avalia a mudanca das posi¢cdes na transformacao. A
variagad\g, € dada por
Apa(X) = Pa(X) — da(X)
= Pa(X) — 9a(R) + ¢a(X) — Pa(X)

8 (%) + Oy ()

DYy (X) = 0¢a (X) + g , OXF (2.50)
onde foi desprezado termos de variagao em segunda ordem e supeidis’, o¢, , AxH,

0P v AXHAXY etc.

A derivada parciab, comuta com a operac@o (09, )7,1 = 0¢4 ;,» Mas Nao comuta com a
operacad\ devido ao segundo termo do lado direito da equdcan](2.50). A V&WB, que
é diferente da derivada da equadao (2.50), &

A¢G,B (X) = 5¢a,ﬁ (X) + ¢a73,“ (X)AX“
Invari ancia da ag@o

A variacao da acao é dada por

8= [ ¢RZ($a(R).0ap(R.9) — [ EXL(9a().0ap(X) .
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onde a primeira densidade de Lagrangiana & dada por

L= L(ba+ Db, Pa g+ Dby g, X+ DOX)

0% 0% 17}
= —0 —0 —oxH
$+d¢a (I’cr‘i‘a(p(”3 ¢G’B+0X“ X
Observamos também que
oxMu| oAxH
oxv oxH

Assim
AS— / d*x {5$+—($Ax“)} ,

com as equacoes de Euler Lagrange

d 0%
0L = G (a¢a,u6¢a)

Se aASeé nulo

“ p—
:>/ dXH <a¢a“5¢a+$AX> 0

/ d3x< 4 5¢a+$Axﬂ>:cte : (2.51)
9 0¢au

Das quantidades conservadas

Escolhemos agora o formato de nossas variagoes:
A =XHDg) Ap =g

onder = {1,...,R}. Entdo temoR equacdes de transformagado em funcadkdemrametros
infinitesimais.
A variacao da func¢ao & dada por

50a = [ Wa(r) — X" (r)

Como a agao € invariante a essas variagdes infinitesimais obtemos

au
—/ d'xe 9,041 = 0
Q
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onde
0%

0a.u
Comog; e o dominio de integracao sao arbitrarios

OHM) —

Wl — ¢a7vxv<r>] _ X (2.52)

9,0H") =0=,0°" + 0.6 (2.53)

As equac0des acima representBmmquacoes de conservacao. Se integrarmos em um volume do
espaco euclidiano obtemos

oo [ e = [ e = [ @080 = [ da-8n

dx@ Jv v v oV

Se V for todo o volume do espaco convencional, e 0 campo tender a zero no infinito, obteremos
R cargas concervadas dadas por

/ e — )
V

Importante exemplo de conservago: O quadrimomento

Consideremos que a seguinte transformacao infinitesimal nao modifica os campos
KH=xH et |

A¢a — O:>A¢G7B — O

Assim, se a acao é invariante

- H
AS= 0= {z (1+‘MX )—g} d*x
Q

oOxH
0.7 0.7 0.7 0.7
3650t Ibq 5 Bbap+ 50 = €
. 0 R
CaxH T

concluimos que a lagrangiana nao depende explicitamente da quadriposicao.

Com a notacao da secao anterior

AxH = el =gV, = XHV =¢gHY

Wk =0
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Portanto,
™, =0, (2.54)
ondeTHY & o tensor energia momento dado por
0% 0.7 0¢q
TH = PV — gt = — 2" 2.55
a¢a7“ ¢G,Bg g a¢a7“ dXv ( )
A carga conservada pelo teorema & o quadrivetor
PV = / dvT®
A definicao do tensor de momento-energia nao €& Unica. Um tensor
THY — THY L g, WHVe . HVa — _HaV (2.56)

também satisfaz a equacé@o (2.54).
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3 Eletromagnetismo

“ I understand how the engines work now. It came to me in a dream. The engines don’t move
the ship at all. The ship stays where it is and the engines move the universe arbund it.

Cubert Farnsworth, Futurama

Neste capitulo sera desenvolvido a teoria eletromagnética a partir do principio variacional.
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3.1 Relatividade

Em um regime classico de particulas com velocidades proximas a da luz, o modelo de
Newton nao & capaz de descrever satisfatoriamente as trajetorias. As transformacdes entre re-
ferenciais nao sao as transformacdes de galileu (equacab (2.27)); sao as transformacgdes de Lo-
rentz (equacad_(2.24)). As simetrias do espaco invariante sobre as transformacdes de Lorentz
nao permitem mais que o ternﬂéE componha a lagrangiana. Nem o parametro de integracao
da equacao eqgreflagrangiana newtonia, o tempo, & invariante. Contudo, Apesar de discorda-
rem de quanto tempo se passou, eles devem concordar no tocante ao tempo proprio, o tempo
medido por um observador no referencial da particula. Agora, todas as particulas estao fada-
das ao minimo do tempo proprip quantidade que todos os referencias inerciais relativisticos
concordam, no quadriespaco ( que & um espaco hiperbolico ) cujo elemento de distancia &

|dS||” = c?dr? = Fdt? — d — dy? — dZ =, dxH (3.1)

onde coordenadas sao dadasyJot ct, X' = {x,y,z}, en,, € acomponente do tensor métrico

dado por
1 0 0 O
0O -1 0 O
Nuy = o 0 1 0 : (3.2)
0O 0 0 -1

Dentre todas as possibilidades de caminho possiveis, a particula deve escolher aquele o
qual o tempo proprio € minimo, ou seja, a distancia entre dois pontos no quadriespaco deve ser

minima. Co misso, a acao &

Y
X =2 [llos|=—a [/ "ar (3.3)

ondea € uma constante que devera ser ajustada no limite newtoniati@, & quadrivelocidade

definida combd
B dxH ot dxH

u_ - _ = 7
U T dr @

=(ye,wv) . (3.4)

O mobdulo da quadrivelocidade & o produto escalar

dxH dx¥
nuvu"u":yznw%%:yz(cz—vz):cz : (3.5)

* 3 2
Da equagad(311), vemos q(&L )" = ﬁ Sg- 1 __y
2 17\';
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Colocando a acag (3.3) em termos do tempo observado, obigumeo

b ax# dxV b 2 b
_ v~ & O / v _/
SX = a/a Lo tdr——a [ \J1-Sd= [ledt . @9

A lagrangiana relativistica de uma particula livre &, portanto,

V2
lr=—ay/1-5 . (3.7)

No limite newtoniano, o quaj < 1, a lagrangiana relativistica deve ser semelhante a la-
grangiana newtonianay = m—z‘ﬁ (equacaol(2.28)). Com uma expansao em torno do pequeno
fator , a lagrangiana relativistica se torna

av? v

ondeO <\c/_2) representa os demais termos da expansao, de ordem igual ou supge.rior a

Em verdade, a expansao deve produzir as mesmas equacdes de movimento. Isso significa
gue ambas as lagrangianas, a relativistica com pequenas velocidades e a nao relativistica de-
vem diferir apenas por uma derivada total, que gera um termo constante na acao. Traduzindo
matematicamente, queremos que

. _ dg(t) @@, V2 ra V2
fim (Le—Lw) = =g~ = Im |—a+ 5 (G-m)+0(Z )|~ ©9

ondeg & uma funcao qualquer de t.

A solucao da equacapb (8.9) tal qaeseja uma constante requer que o segundo termo da
equacao seja z€ro
a=mc . (3.10)

A lagrangiana relativistica definida em (3.7) se torna

V2
Lr= —mc& 1-5 (3.11)

Com a lagrangiana relativistica definida, podemos determinar o momento linear relativistico

e a energia de uma particula livre. O momento linear newtoniano & dado momento conjugado a

*Caso o segundo termo da equadag](3.9) fosse diferente de zero, entéo a derivada tergftordédenderia

de um faton/?, dgT(t) =—-a- % que ndo pode ser descrito por uma derivada total no tempo. Owégja;

-a-9 [Vv2dt dependeria da trajetoria da particula, de formadge: 0; absurdo, por hipotese.



3.1 Relatividade 35

velocidade; com a equacdg (2.41) obtemos
mv
1V

c2

P=Djlr=

(3.12)

A energia de uma particula livre &€ dada pela hamiltoniana, apresentada na eguacao (2.40)
mv2 +mc (1— g) ome?

2 - 2
\/l—é 1—%

A equacao[(3.12) nao segue a segunda lei de Newton. De fato, da derivada do momento

er=P-V—Lg= (3.13)

linear,

dP m m v
e A+ . (— -a)v : (3.14)
e ()
c c2
nao é diretamente proporcional a aceleracao. Esse fato era esperado, visto que a lagrangiana
relativistica & diferente da lagrangiana newtoniana, resultando em diferentes equacdes de movi-

mento.

A dinamica da particula livre & dada pela variacao da acao apresentddalem (3.6), que € dada
por

O’d5X dox?
Tdar + dr )d

bn
0SX| = —m06/ \/ My UHUY dr_—m/ i \/W T . (3.15)
C2

Comon,,, € simétrico em seus indices e, pela equacad ( @9‘& =1, fazendo uma
integracao por partes da equadao (3.15) obtemos

b d(muy) b dP,
d9x :/ 5x0drz/ —ox%dr . 3.16
™=/ —q o (3.16)

Assim, doLema Fundamental do&culo de Variaes encontramos que a lei que rege a
dinamica de particulas livres relativisticas & dada por

dPy
=0 (3.17)

Podemos descrever as componentes do quadrimomento em fungao do momento e da energia
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nao relativisticas. Basta observarmos que

dx® dx? dt €R P
PP me = me— = | R T 3.18
dr dt dr c’ fi (3.18)
c2
A partir da relacao obtida erh (3118), obtemos
112
V % _ |7
T2
112
LK
gh= +mect . (3.19)

3.2 Cargas em um campo eletromaggtico

3.2.1 Partculas Elementares e relatividade

A interacao de particulas pode ser descrita com ajuda do conceito de campo. Uma particula
cria um campo, e esse campo interage com outras particulas criando uma dinamica. Na mecanica
nao relativistica, o campo & sd mais um auxiliar matematico. Na relatividade, ele ganha um

carater independente, pois esses campos hao sao instantaneos; ou seja, se propagam.

Nessa teoria, nao podem existir objetos rigidos, entao as particulas elementares s&do pontos

3.2.2 0O quadripotencial de uma paricula carregada

Em um modelo ndo quantico, podemos descrever completamente a dinamica de uma particula
carregada sob a acao de um campo eletromagnético através de uma a¢ao que contemple o com-
portamento de uma particula com massa e a interacao do campo com uma particula com carga
g. Como estamos em um espaco quadridimensional, os graus de liberdade do campo eletro-
magnético devem ser descritos por um quadrivatbe= AH(x) = (¢,cA), o quadripotencial
A interacao do campo com a particula deve ser proporcional a carga da particula e aos graus de

*Se aplicarmos uma forca em um ponto de um corpo extenso, esse ponto se movera primeiro que 0s outros
que pertencem ao corpo, devido a propagacao da interacdao. Havera movimento relativo entre os pontos do corpo
extenso, impedindo que o mesmo seja um corpo rigido. Sendo assim, particulas elementares devem ser pontuais.
Caso contrario ela seria um corpo extenso e poderia ser dividida em partes mais elementares.

'O quadripotencial também pode ser expresso came (@, —A)



3.2 Cargas em um campo eletromatjco 37

liberdade do campo sobre a trajetoria da particula. Essa@mde ser descrita por

b
S[x]:—mcz/ dr—g/ N A dx” (3.20)
a CJy¥

onde as constantes relativas a interagcao campo-particula foram escolhidas por conveniéncia, e

y € a curva que representa o caminho percorrido pela particula no quadriespaco.

Colocando a integral da equacho (3.20) em termos do témeescrevemos a acao como
tf
SX] :/t (-myt-qe+gA-v)d (3.21)

0

onde obtemos a lagrangiana

Lp=-m&y ' —qp+gA-v . (3.22)

O momento conjugado obtido da lagrangiana descritd eml (3.22) &

\
P=Olp= " 1gA . (3.23)
/1_ V2
c2
A energia obtida dessa particula &
Ep=P-v—Ly= "C  ep . (3.24)

3.2.3 Forca de Lorentz

Utilizando o principio de minima acao,
d
4 (Ovbe) =0rbp

na lagrangiana de uma particula carregada definida_en (3.22), obtemos as equacgdes de movi-
mento

P:qK—D(p—‘Z—?) —|—v><(D><A)] . (3.25)

As quantidades medidas na trajetoria de uma particula sao a variacao do modulo de sua
velocidade e a curvatura de sua trajetoria. Essas quantidades sao definidas pelos vetores campo
elétrico e campo magnético, fun¢des dos graus de liberdade do campo, dadas por

E=—Op-—%
{ B—D(prm . (3.26)
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A definicao em[(3.26) nao € Gnica. De fato, temos umadiage em modificar o quadripo-
tencial de tal modo que os vetores elétrico e magnético nao mudem: as equac¢des de movimento

permanecem inalteradas.

3.2.4 Invariancia de calibre

AcOes que diferem por uma constante apresentam as mesma equacoes de movimento. Re-
almente, s&e S= S+ C' s&o acdes que diferem por uma constante, entao

0S=0(S+C"®) =0oS

A transformacao
~ of
A A=A+ — 3.27
p— Au = Apt T (3.27)
onde f & continua e pode assumir mais de um valor no darttn desde qu% seja Unica para
0 ponto(x,t), ndo altera as equag¢des de movimento da equigad (3.25). De fato, basta observar

que a acao modificada

b
g _ qQof u_ / 9\ _ te
S=st | Cogd¢ =St d(cf)_s+c , (3.28)

onde foi utilizado como hipotese que a caggado depende da trajetbria no espago-tempo; ou

seja, a carga & conservada durante todo o movimento.

Como as ac¢oes diferem apenas por uma constante, as equacdes de movimento nao sao alte-
radas. Reconhecemos, portanto, que o campo eletromagnétice-tém 3 graus de liberdade.
A mudanca do quadripotencial chama-se mudanca de calibre, e 0os novos potenciais dados por
A=A-0Of
(3.29)

- of
0=9+3%

3.2.5 Otensor eletromagatico

Vamos procurar equacdes de movimento mais gerais que as eqliacdes (3.25), que dependem
do tempo do observador. Para tanto, vamos variar & acao

b
S— —mé/ ||0||dr—9/A“dx“ , (3.30)
a ClJy

*Devemos sempre ter em mente que G vetor tangente unitario & trajetoria da particula no espaco-tempo.
ele que carrega a dependéncia das variaveis que serao variadas no principio de minima ac¢ao: x,y,z e t.
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ondey € a trajetoria da particula. Variando a equa€ao {3.30), obtemos

_ ox dx” g w_9 u
_ mcz/ \/c2 My g C/éAudx C/VA“c‘de

/ r’lJ’\:JHdT 5(dX ) Q/ 5 ud v /Audaxu

b dx,, doxH q boA, o dx” doxH

=M ar ar T o™ d—d__/A“

Aplicando integracao por partes no primeiro e no Gltimo termo da equiagad (3.31), obser-

dr . (3.31)

vando quedxH (a) = oxH(b) = 0, obtemos que

bl d /dxy\ q/dA, OJAL\ dx¥ o
68_/a {ma (E)_E(axu_ﬁxv) = ]5 dr | (3.32)

dAy  OAL g
onde usou-se quet = Z4 &<

A equacao de movimento quadridimensional, dada petna Fundamental do&culo das
Variagdessobre a equacab (3132), &

d /dxy q
m— -F,,u’ 3.33
dr < dr ) Hv ’ (3.33)
onde o tensoF,, € oTensor Eletromaggtico, cujas componentes sao

0 Ex Ey E,
—E 0 —C —C
Fo = * B —ch (3.34)
-Ey cB; 0 —CcB,

—E, —cB, cB 0

De fato, com, j,k = {x,y, z}, expandimos o tensor nas componentes do campo elétrico

0N ON _ 09  OA

fe="Ri =55 e " ax ot

- F . (3.35)

“Recordando qué, = (¢, —A).
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Nas componentes do tensor eletromagnético que descrevempmaenagnético

13 1
2. Z &iiFij =5 (Rj = Fji [; a8 = R [ jacBiai =
_Cy g (%_ﬁ):
2,4, \ox  ox
3 .

i 1:1
Se analisarmos a acao quadridimensionallem](3.30), obtemos a densidade de lagrangeana
Lg = —my/uuf — IA,uH (3.37)
q= u o M ; :
o qual representa o quadrimomento

P,=—=—mcy, —-A, . (3.38)
u Wi e

3.2.6 Invariantes

E possivel, com o tensor antissimetriég, observarmos duas quantidades que nao de-
pende do observador. Elas sao:

{ Fu FH =2(c?B?—E?) |

gHVIPE |, Fyg = —4cE-B |

(3.39)

o primeiro termo & um escalar, o segundo um pseudo-escalar.

Ambas as quantidades sao candidatas & minimacao. Contudo, devemos observar que o
gHva BFHV FaB , assim como todo o pseudo-escalar, ndo deve participar da a¢ao, que € um esca-
lar. Alem do maisgHVaB Fuv FaB pode ser escrito na forma de uma quadridivergéncia, como
se segue

oA
guvaBF s Fag _400“ ( HvCrBAva 5) 7 (3.40)

de forma que nenhuma informacao nova & somada a equag¢ao de movimento.

3.3 Campo Eletromagréetico

Até agora, a acao das particulas carregadas nos deu propriedades sobre 0os campos eletro-
magnéticos que elas estavam inseridas. A relacao entre esses vetores de campo e seus graus d
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liberdade & dada pela equacBo (B.26). Aplicando o ratatim campo elétrico, obtemos que

DxE:—%(DxA)—DxD(p:—%—?
.'.D><E+da—?:0 . (3.41)
Aplicando o divergente no campo magnético, obtemos
0-B=0-(OxA)=0 . (3.42)

Essas sao as equacdes homogéneas do eletromagnetismo. Elas representam duas das quatr
equacoes de Maxwell. Elas podem ser escritas com ajuda do tensor eletromagnético através da
equacao

(;%( ﬁaquW>:0 , (3.43)

De fato, se observarmos as componentes da divergéncia, obtemos

0 OF - IF . OF.
uavBF ) _ 8ua0| Oi sualo i0 gHaij 1)
oxa ( vB oxa + axa oxa
. OE; i 0B
__ a0 i aio  k k
— e T Eiga (3.44)

onde os indices latinosvao de 1 a 3, e os gregos de 0 a 3.

Vamos analisar a equacdo (3.44) para cada componente. Para tanto, devemos expandir o

fator g9 gk,

ij | elaligk
12 1-1
23
31
13| (1) (

32| (=1)-(-1)
21| (-1)-(

WERINNPFP W

Tabela 3.1: Componentes n&o nulast! eX

A componentgu = 0 nos da a equacgao

d 0 0 i -k dBk
o (60 PRy ) = —eetile T = 0
—c—20-B=0 (3.45)

a qual representa a segunda equacao homogénea de Maxwell.
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A componenteu # 0= u =1 resulta em

J ( glavBE B) glaoi JE —CelaiOEK@—O

axa axa Woxa
0By
[DXE] +C£OIIO klja—xo
=2 [D x E+ 00—?} , (3.46)

que representa a primeira equacao homogénea de Maxwell.

A acao geral de um sistema eletromagnético deve conter termos das partes

ondeA, & a a¢ao da particula dada por
b
Apzz—mcz/ dr | (3.48)
1 a

onde o somatoério € feito sobre todas as particulas, e a integral sobre o caminho da particula no
espacgo-tempoi.p € a acao de interagao das particulas com o campo eletromagnético, dada por

_v_ 4 TR "
Acp_lz C/MA“dx _IZ C/VIA,JU dr . (3.49)

As agbesAp e Acp dizem respeito a trajetoria da particula no espago-tempo. AAgao
se refere ao campo, nao dependendo de uma trajetoria em especifico, mas de todos os seus
graus de liberdade em todo o volume do quadriespacgo. Essa acao se faz necessario para retirar

a ambiguidade que existe entre os campo elétrico e magnético se considerassemos somente as

10Y
cot

ciais homogéneas. Essas solu¢des, contudo, tem uma realidade fisica diferente. Essas solugdes

equacdes homogéneds:B eE + B+ [0 x Y sao solugdes das mesmas equacoes diferen-
dizem, por exemplo, que existe e a0 mesmo tempo nao existe trabalho sendo executado sobre a
particula no mesmo referencid & —Ect).

A acaoA. deve conter campos escalares com derivadas até a primeira ordem dos graus
de liberdadé dos campos elétrico e magnéti#g,. Pela observagao, constata-se que campos
eletromagnéticos seguem o principio da superposi¢cao; o que implica em equacdes lineares di-
ferenciais. Essas equacdes podem ser obtidas com termos quadrados das derivadas primeiras
dos graus de liberdade. Os escalares que atendem a essas exigéncias sao 0s iﬁwﬁgotes

e"ﬁ“"F ap Fyv . Ja mencionamos que esse segundo pode ser escrito como uma quadridi-

*Se houvesse derivadas de segunda ordem dos graus de liberdade na acao, perderiamos a propriedade de
superposi¢ao das ondas.
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vergéncia, nao acrescentando informacdes ao sistdfoaanto, ao que representa os campos
é dada por
Ac= c‘e/ FRE, oV . (3.50)
tudo

ot
que devem ser positivos na lagrangiana. Caso contrario variagdes cada vez matoreside

2
Observamos quEH'F,,, = 2(c?B*—E?). O E? contém termos proporcionais(ﬁ) ,

mizariam mais aindA¢. Assim, no sistema gaussiano de medida, a acao final toma a'forma

&

b
_ An M __/ pv
A= ,Z/a (m+CA,Ju )dr o PR,V (3.51)

A equacao[(3.51) demonstra que ha uma dependéndg éea velocidade e posi¢ao das
cargas.

3.3.1 Fontes

As cargas nem sempre sao tratadas como pontos discretos. Elas também podem ser descri-
tas por uma densidade de cama p(r), que retomam o caso discreto com

Pois =) Gid(r—ri) . (3.52)

A carga total ndo depende do sistema de referénajsesar da densidade depender. Por-
tanto, dj= pdV & invariante. Com isso, obtemos a reldczo

dpwH
)G

dg=pav = 2P v dxk —

d(pvH) ovH
OxH

axH 0xﬂ] Vet =

dvdt | (3.53)

H , . . e .
ondevH = % = (c,v) ecdV dt &€ o quadrivolume infinitesimal.

Vamos definir a quantidadié' = pu# como quadricorrente

" =vy(cp.j) - (3.54)

*A integral de uma quadridivergéncia sobre um volume &, pelo teorema de Stokes, a integral sobre a borda do
volume:

|
ot av=/ fndA |,
0 OX Fle}
onden; & a normal sobre a hipersuperficie quadridimensional. No principio variacional, a variagcao sobre as bordas
€ nula, de forma que a variacao da integral acima também & nula.
TNo sistema internacional de unidades.
*Como tinhamos proposto antes quando mostramos a invariancia de calibre.

8As velocidades n&o dependem das posicdes das particulas, pcgﬁ-ﬁmmo.
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Analisando,

/pdV:%/jodV:%/jodSo , (3.55)

onde &, & o elemento de area perpendicular a coorderada

Podemos descrever acao da interacao campo-particula com a quadricorrente, passando de
uma distribuicao discretas de cargas para uma distribuicao continua da forma

Acp: _Zg/A“ dH — Acp = _%/pAu dxHaV = _C—]é/j“Au dv | (3.56)

onde dV & o elemento do volume do quadriespaco.

Dessa maneira, obtemos a acao geral para acao do eletromagnetismo:

m v AulTy oy (3.57)
/c?dr+/( fop L FHY_ “J)4v

3.3.2 A equag@o da continuidade

A taxa de variacdo com que muda a quantidade de carga no interior de um volume & dada
pela derivada

9
E/dev . (3.58)

Essa mesma quantidade & definida pela quantidade de portadores de carga que atravessam
a superficie do volume. O fluxo de portadores em uma superficie fechada & determinado pela
integral de superficie

— anv- ds , (3.59)

onde o sinal negativo representa que particulas que saem da supegienialelo a &, repre-
sentam uma queda no niumero de particulas no interior do volume.

Da igualdade das equacokes (3.58) e (3.59), & formuladaago da continuidade

ﬁ/pdvz_j{ pv-dS:—j{ j.ds . (3.60)
ot Ja Q Q

A equac¢aol(3.60) pode ser descrita na forma diferencial atravésalema de Gauss

_ '-dS:—/D'd\/
0t/p égj o) J

%P _o (3.61)

Dt 50 =
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Figura 3.1: A variagao de carga em um determinado volungei@ o fluxo carga através da
superficie do volume.

cuja forma quadridimensional & dada por

9if _

Sl = (3.62)

A transformacao de calibre esta relacionada com a conservacao da carga. A transformacao
: X f ; ~ , .
de calibreA, — Ay = U — 5 Nao alterara as equagdes de movimento se a variacao integral

apresentada ao substituir&g por A, na equa¢ad(3.57) for nula. Ou seja,
of
.“— 4 p—
5/]aﬂdv 0 . (3.63)

A equacao[(3.83) & sempre verdadeira no eletromagnetismo, pois pela equagdao (3.62), a

equacaol(3.63) € uma integral sobre um quadridivergente, gerando somente termos de borda
cuja variagao é nula.

No caso de uma carga pontual, cuja densidade & dadp poqgd (r —f), a corrente é

determinada por
. or o
j _qﬁé(r—r) , (3.64)
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onde% é a velocidade da particula. Neste caso, a equacao da continuidade também & atendida

Jp or
H_Drp-ﬁ_—ﬂrp-v_—m-(pv) . (3.65)

3.3.3 0O segundo par de equaes de Maxwell

As equacOes de campo sao encontradas variando-se os graus de liberdade do campo: o
quadripotencial. Da equac¢do (3.57), a densidade de lagrangiana que descrevo o campo eletro-
magnético &

&
Lo=——F,, FH

Ayt
e Hv -— (3.66)

As equacgdes de movimento determinadas pela equagad (3.66) sao dadas pela equagao de

Euler-Lagrang€e(2.34)
0-%e

% [a (GuPa)

As derivadas contidas na equadag (B.67) sao

0%
oAy

0 ., (3.67)

0%e _ _f.po_9%po
0(0As)  2¢ 3 (duAd)
80 Be 0
= —FPY———— (dgAg — IgA
2c 9 (3uAa) (965 = Ipho)
— Spap (3.68)
c
© 0%
e i - a
A 20 (3.69)
A partir das equacdels (3168)e (3.69), a equacao de movinientd (3.67) se torna
FaK 1
ENT P ] . (3.70)
As equac0e$ (3.70) representam as equacdes nao homogenias de Maxwell. Sua componente
espacialy =i = {1,2,3} representa a equacao

gFil  1Fi0 1
—t———=——]
oxl ¢ ot &C
B idek 10E!
~ %0 i toar

1. 10E

S OxB=—Sj+=5—
% soczH_c2 ot

(3.71)
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A componente temporal da equac@o (B.70); 0, representa a equacao

FOI 1
W __jO
ox! &C
_ 0B 1
oxi eop
1
O-E=—p . (3.72)
€0

As equactes$ (3.41), (312, (3171) e(3.72) sao as equacdes de Maxwell para cargas elétricas
e correntes elétricas no vacuo. Essas equacOes determinam completamente o campo eletro-

magnético e sao as equacdes fundamentais da eletrodinamica.
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4 O Monopolo Magretico

Neste capitulo sao apresentados algumas propriedades dos monopolos magnéticos.
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Até o presente dia, nao foram encontrados monopolos rtiageé Mas, devido ao trata-
mento Dirad|[Dirac 1931] de monopolos, eles nao sao descartados.

Podemos tratar monopolos magnéticos como sendo cargas magnéticas pontuais assim como
cargas elétricas, e desenvolver a teoria nao relativistica da interacao entre cargas magnéticas e
elétricas em um espalhamento. Isso foi feito por H. Poincaré em 1896. Nesse trabalho, ele
discutia a dinamica de um feixe de elétrons defletido por um magneto muito fino e muito longo,
de forma que o campo magnético gerado por uma de suas pontas simulava uma carga magnética
pontual.

Neste trabalho, trataremos da interacao do campo gerado por uma carga magnética fixa
bem como sua interacao com uma particula com carga elétrica. O campo gerado por uma carga
magnética pontuaj deve ser similar ao gerado por uma carga magnética, ou seja,

B = Jg—= (4.1)
de tal forma que

O0.-B=4mgd(r) . (4.2)

4.1 Colisao de uma carga ettrica com um monopolo magmetico

Uma particula de carga elétrigee espalhada pelo campo do monopolo magnético locali-
zado na origem. A sua equacao de movimento & dada por

m'r':q(fxB):‘r‘—Sg(rxr) . (4.3)

Podemos encontrar grandezas conservadas aplicando o produto escalar da Equacao (4.3)
comr er. Fazendo o produto escalar conrobtemos

= Si-(ixn=0 . (4.4)

onde notamos que a energia cinética &€ conservada, consequentemente, o modulo da velocidade
|If|| = f també&m sera constante no tempo.

Aplicando o produto escalar da equadaol(4.3) coobtemos

. 1dr?
mrof—-o 299,

g2 T (rxr)y=0 . (4.5)
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Integrando a equaca@d.3)
= %rz —2r-fli—o - (4.6)

Escolhemos$ = 0 no ponto em que ambas as particulas estao mais proximas. Nesse tempo
r(t =0) = b, ondeb, o menor distancia entre as particulas, & chamado de parametro de impacto.
Nesse ponto, a particula eletricamente carregada que se aproximava comeca a se distanciar,
portanto, o produto escalarr = 0 na menor distancia entre as particulas, ou seja, erf.
Dessa forma, a equacdo (4.6) toma a forma
d_r2
dt

=212 =r2—b?=7%?

r=Via21p? (4.7)

= 2%

A equacao[(4]7) & a equacao da componente radial da trajetoria da particula com carga
elétrica. Dela vemos que a oOrbita nao é fechada: ela vem do infirite,, até uma distancia

minimab e volta para o infinitot = .

O modulo do momento angular
L=rxm (4.8)

é conservado, porém, sua direcio nao é. De fato, a evoluczo tempbral de

di  drxmi  qg - o
@ @ metxX) =%

(4.9)

onder”é o vetor unitario na dire¢cao e sentidordeSe aplicarmos o produto escalar del(4.9)

com3L, obteremos
}E‘d_fz diiC[” _ ag
2 dt dt mr3
onde, analisando o momento angular no ponto onde a particula elétrica esta mais proxima do

(Exr)y-L=0 , (4.10)

monopolo magnético, o modulo conservado & dadd|pdr= mvh

Mostramos na equacdo (%.9) que a direcao do momento angular nao & conservado. Contudo,

*0 modulo da velocidade,sem negrito, & conservado; a velocidadem negrito, nao.
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podemos definir um momento angular generalizado
L=C—qgf |, (4.11)

que é conservado, subtraindo os dois lados da equacéo (4.9) a quaqg'gf:alde

O angulo entre 0 momento angular generalizado e a dire¢ao da particula & comstante,

f = gg, o que implica que o movimento fica retido em um cone de abertura anditar 2

mvb
arctan( a0 ) :

Figura 4.1: Trajetoria da particula elétrica na colisao.

4.2 Transformacao dual

Se realmente existem cargas e correntes magnéticas, entao as equacdes de Maxwell estao
incompletas. Elas seriam

=L OxB=3% +pode ;

2 at

(4.12)
=pm; -OxE=2L+J1, |

ondeJm, e pm Sao a corrente e densidade de carga magnética, respectivamente. Para as equacdes
(4.12) foi suposto quén, e pn atendem a equacgao da continuidade:

ﬁ/pmdv+j§ Jn-dA=0 . (4.13)
ot Jo 09
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As equacded (4.12) podem ser obtidas a partir das equagdeuns de Maxwell com a
transformacao dual

E=Ecogé)+cBsin(f); cB=—Esinf +Bcogé) |, (4.14)
ondeé & um pseudo-escalarA transformacao também pode ser expressa da forma

E+iB=e'(E+iB) . (4.15)

Algumas quantidades sao invariantes a essas transformacoes, tais como
ExB=ExB(cos(&)+sir(§)) =ExB ; (4.16)
B2+ B2 = [¢f (E+il§)’2 —E21 8 (4.17)
Tij =& |EEj+¢”BiBj — §; % (E2+CZBZ)} =& {EE,— +C?BiBj — §; % (E2+c%B?)
(4.18)

Se completarmos a transformacao com a transformacao dual das cargas e correntes da forma

pe+i\/%pm:e_ié (f)eJri\/%ﬁm) (4.19)

Je+i %Jm:e—ié<je+i %fm) ’

obteremos novamente as equacdes de Maxwell da forma (4.12). Portanto, as transformacdes
(4.13) e [[4.IB) nao alteram a dinamica das particulas. Entao, podemos obter as equacdes de
Maxwell da forma[(4.12), e portanto divergentes do campo magnético nao nulos, para o elec-
tromagnetismo mesmo sem nenhum acréscimo a teoria. Contudo, a razao de todas as cargas e
correntes elétricas pelas magnéticas devem ser uma constante para todas as particulas. 1sso re-
presenta que apesar do divergent8der diferente de zero nao temos um monopolo magnético

real. Um monopolo real existe quando nao é possivel fazer uma transformacao dual de forma a
retirarmos a carga magnética.

Devemos notar que

e Pm € um pseudo escalar impar sobre reversao temporal;

e Jm & um vetor par sobre reversao temporal.

Dessa forma, se existirem particulas com cargas elétricas e magnéticas, a reversao temporal
e a inversao espacial nao seriam mais simetrias fisicas.

*Observamos queog &) & um escalar, visto que & composto por poténcias parés demalogamente con-
cluimos que sif€) & um pseudo-escalar.
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4.3 Quantiza@o semi-chssica

Dirac mostrou que se 0s monopolos existirem, entao a carga elétrica e magnética sao quan-
tizadas da forma

eg n

—~=_ :nez 4.20

ﬁ 2 ) ( )

ou seja, bastaria existir um monopolo para que a carga elétrica fosse quantizada.

Quantizacdo semi cassica

Uma particula de carggae massan colide com um monopolo com um parametro de im-
pactob muito grande. Inicialmente a particula tem velocidade vZ, e o vetor posicao em
relacdo ao monopolo e o vetor de velocidade da particula estao contidos no plano xz.

X
vi v
m, q z
b
,
Y
L+
Q
g

Figura 4.2: Colisao de uma particula elétrica e magaéticn parametro de impadios> vt.

O campo magnético geraddé= %. De tao longe do monopolo, a particula nao € defletida,
mas é impulsionada na direc@pela forca, de acordo com (#.3),

cos(0)
; (4.21)

X
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O impulso total dado pela particula & dado por

_ r L _ a9
AR = q"gb/ a2 328 2

(4.22)

O momento angular variaatravés da adicao de impulso. A adicao de momento angular
nao depende do parametro de impacto nem da velocidade inicial da particula. De fato, usando

@.22)
AL, =bAR,=2qg . (4.23)

Da mecanica quantica sabemos que a variagao do momento angular nao pode ser qualquer,
mas deve ser um mltiplo inteiro ke Assim, da equacab (4.23) obtemos a quantizacao

AL; = nh= 2eg
eg n
== Z
"h 2 ne

Podemos reobter a equac@o (4.23) a partir da variagcdo do momento angular definido em
(4.8), notando que o momento angular generalizado definido na equacgdo (4.11) se conserva, e
que comd & muito grandey; (t = —«) = —F (t = — 4 ). Dessa forma

AL = 0= AL —2eqf (t = —oo)
- AL = 2edf (t = —o0)

4.4 Vetor Potencial de um Campo de Monopolo Magetico

Na existéncia de um monopolo magnético, analogamente como um campo elétrico na
presenca de um monopolo elétrico, o divergente do campo magnético nao & nulo, mas dado
por (4.2). Contudo, na sec¢@g 3]2.3 mostramos que 0 campo magnético & um rotacional do
potencial vetoA, e seria esperado que o gradiente do campo magnético fosse sempre nulo:

O-(OxA)(r)=0 |, (4.24)

para toda ondeA exista.

Entao, se quisermos que o campo magnético tenha um divergente nao nulo

B:DxA:grr—3 , (4.25)

*Apesar do moddulo permanecer constante, como vimos na eqliacao (4.10).
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devemos escolher um potencial vetor com uma singularidag¢galdorma a nao atender a
equacaod(4.24). Uma boa escolha é

A(r)=0(8)0¢ |, (4.26)

ondeb & o angulo polar @ & o angulo azimutal. O campo magnético dado pelo potencial vetor
dado em([(4.26)"%&

B=0Ox[0(0)0¢p| =00 x Dp+060x (Op)
do r

~ dosin(0)r3 (4.27)

Para que o campo magnético na equalcaol(4.27) seja igual ao campo que produramos (4.25)
devemos impor que
©(8)=—g(a+cog0)) , (4.28)

ondea & uma constante arbitraria.

Assim, obtemos um potencial vetor da forma

g(a +cog8))

A== rsin(e)

o (4.29)

que atende a equac¢do (4.25). Vale notar que o potencial vetor definido e (4.29) tem uma
singularidade na direc@ Podemos atenua-la a metade do eixo, escolhendd oua = —1.

Essas escolhas retiram a sigularidadesfem0 e 8 = 1, respectivamente. Escolhemos daqui
para frentea = 1, o que implica

. p . 1+cogb

lim __9 lim +.7$<):0 ,
0—m r 6—m sin(0)

entretanto, analisando o limite na direc&o oposta em relac@o ao eixo vemos que elé:diverge

jim A — 99 jm 21C086) __,
60 r 6-0 sin(0)

Podemos escrever a equagdao (4.29) de forma covarieuwfiger - 2= r cog 0):

(4.30)

O potencial representado na equa¢ao (4.30) é conhecido c®atemcial de Dirac

*Devemos observar quied = ?, o= % equed x g="F
TA coordenad#® < [0, 1.

*Sabendo que = — rg:(z(]g) , ondeZé o vetor unitario a direcao positiva do eixo
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A singularidade do Potencial de Dirac

O potencial vetor de Dirac pode ser expresso da forma
A(r)=—-g(1+cog0))dp=—g(1+cog0)) (é) u-lou | (4.31)

ondeU = e '®9%. Entdo, o potencial vetor de Dirac & uma transformac&o de calibre pesada
por um fator angular. Até agora nao conhecemos o comportamento do campo magnético na
singularidade. Nao sabemos aferir com certeza, por exemplo, qual seria o fluxo do campo
magnético em uma superficie fechada contendo o monopolo. De fato, o0 campo magnético
obtido pelo potencial vetor de Dirac &€ dado por

B(r):?—; T4 Vz>0 | (4.32)

onde podemos aferir o divergente do campo magnético em todo o espaco, exceto uma semi reta.

Podemos encontrar o valor do campo no eixo z através da definicdo do rotacional nessa
direcao:

(DxA)i:gLnoé A-dl (4.33)

onde d é perpendicular ao eixo z,3£ a area da superficie limitada pela curva fechadzujo
espaco tangente & perpendicular ao vetor ~

O rotacional do potencial vetor de Dirac no eixo z esta, por simetria, também sobre esse
eixo. De modo que a equac@o (4.33) define totalmente o rotacional nesse eixo.

Para encontrarmos o comportamento da componente singular, podemos procurar o fluxo
através da superficlque determina o rotacional. O rotacional pode ser encontrado integrando-
se sobre a borda de um circulo de raio infinitesienagrpendicular @ Centrado no eixo z. Esse
fluxo infinitesimal s6 engloba o campo magnético singular, dando

2

. TTE

B-S—lm 7§ A-d
e=0TIES Jo

2m[ g(1+cog6p)) ~ ~
0 [_ rsin(6o) } ) [Edq’q)}

2
. &(r+z

= -2mglim ———
e-0r(ré—z2) '

= lim
£—0

(4.34)

ondesS & o vetor de area infinitesimal 83 € o angulo polar, fixo durante toda a integracao, que
possui as relagdes:
cogbp) =%; sin(fp) =£ = —

re
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Ao aplicarmos o limite da equac&o (4.34) para 0, o fatorr? — 72 nao diverge, de forma
que o fluxo pela superficie infinitesimal & zero. O que era esperado, pois €do campo
magnético &€ bem comportado. Contudo, ao aplicarmos o0 mesmo limite padaa diferenca
r? — 72 = £2 e obtemos um fator finito:

2
. g7 (r+z . z
Bsing-S= —-2mglim # = -2mglim (1-1— —) =—-4mg . (4.35)
e—0 re £—0 r
O fluxo da area tendendo a zero, mas nunca zero, & nulepaf porém, tende a um
valor finito paraz > 0. Esse comportamento pode ser descrito por uma singularidade tipo delta

de Dirac:
Bsing = —41md(z)0(r/sin(0))z . (4.36)

Com o campo singular, podemos definir completamente o campo magnético dado pelo
potencial vetor de Dirac:

g

B— r—; _ 4mgd(2)8(r /sin(6))2 (4.37)

onde ¢) & a fungdo degrau. O campo magnético em {4.37) possui fluxo nulo através de uma
superficie fechada contendo o monopolo. Diferente do que queriamos.

O comportamento dado ein (4137) pode ser desenvolvido por um solenoide semi-infinito, e
de raio muito pequeno: fora do solenoide o campo desenvolvido & radial a sua ponta. Dentro,
existe um singular ao longo do solenoide que compensa o fluxo da componente radial.

Nesse paralelo, ainda podemos expressar o potencial vetor como sendo resultado de uma
série de dipolos de magnetizacao infinitesimai ¢ %dl em uma linha semi-infinita. A
contribuicao individual de cada dipolo sera

dA (r) = —podm x O (ﬁ) . (4.38)

O potencial vetor total €, entao

A(r):—g/VdeD< 1 ) , (4.39)

I =7l

ondey é a curva que passa por todo solenoide.

4.4.1 Transformag@o da diregdo da singularidade

O potencial de Dirac nos trouxe um inconveniente: somado ao potencial radial esperado,
obtemos um potencial singular. Para driblarmos esse problema, temos que encontrar condi¢coes
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tais que o campo magnético resultante nao dependa da@pakicsemirreta singular. Somente
dessa forma teremos cargas magnéticas reais, pois a corda deixara de ser um ente observavel,

portanto, nao fisico.

Recordemos que 0os campos eletromagnéticos sao invariantes sobre transformacao de cali-
bre do tipo
ASA=A+0OA(r) , (4.40)

ondeA e A representam o mesmo campo magnético. A funchg que faréa a transformacao
pode ter mais de um valor para uma mesma posi¢ado como, por exepiplague para um
mesmar possui valores 0 er2

Contudo, a transformacao de calibre nao pode ser ambigua, de forma quecisa asso-
ciar apenas um valor a cadalsso acontece com cujo gradiente

A

_ 9
~ rsin(6)

U

nao tem ambiguidade. Porém, essa funcao deve ser singular na linha que une as regioes
ambiguas. Esse tipo de funcao multivalor € responsavel por adicionar singularidades nos po-
tenciais vetores e campos magnéticos transformados. Essa modificacao pode ser observada na
variacdo do fluxo entre o campo magnético origiBale o transformadd:
Aqnz/ds-(é—B):/ds-Dx(m): d-0OA . (4.41)
Q Q Flo)

Assim, o fluxo & constante erepresentar apenas um valor Gnico ao long@@e Por
exemplo, a transformacao dada por= 2g¢ do potencial vetor de Dira¢_(4.29), obtemos a
transformacao do sentido da singularidade, da forma

g(1+cog6)) - 29

rsin(0) (p+rsin(9 ¢ - (4.42)

A=—

Nesse caso, a singularidade sofreu uma rotacao polar Bela equacag (4.41), foi adici-
onado 4pg = A (2m) — A (0) ao fluxo de todas as superficies que sao perfuradas pela.efxo
posicao do fio € mudada pela transformacao de calibrel (4.40), entdo o campo magnético do fio
nao é fisico.

Uma transformacao mais geral que leve um fio da direqdard a direcad da forma

An— Ag :Aﬁ—i—[l)\ﬁ’ﬁ . (4.43)

*Ela deve ser singular, pois ndo é continua nessa intercessao.
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Consideremos uma superfiaefeita pelos fios e fechado no infinito.

A diferenca entre 0s potenciais vetores & dada por, utilizandd (4.39),

Az —An=UrAq =
1 - 1 -
~ g Df( ~)><o||+g Df(—N)de—g/Df( ~)xou
Iy r— I r—r I3 r—
DFAﬁﬁ:—gj{DF( 1~)><dl (4.44)
Analisando a equacab (4]44) componente a componentex;cem y, Z

"9 Je r—r® Yoxlo (r_7)
. 0
= Df‘)\ﬁ’ﬁ X = gﬁ
|
DF)\ﬁﬁ (r)= gDQﬁﬁ (ry ., (4.45)

ondeQ & o angulo solido entr@), e n.

A presenca de monopolos reais exige uma mudanca nas transformagoes de simetria. Como
mencionado na secBo ¥.2. Por exemplo, a paridade ndao & mais uma simetria, pois a paridade do

potencial vetor de Dirac ndao nos leva a uma simetria:

g[r xnj
r.

arn A (4.46)

Contudo, podemos definir uma nova transformacgao de paridade que prevé o monopolo:

PAr)=P:A(r)+200p=A(r) . (4.47)



5 Concluso

Neste capitulo sao apresentadas conclusdes e metas futuras.
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5.1 Concluso

A Teoria Classica de Campo e monopolo magnético sao temas que tocam em pontos indis-
cutiveis da graduacao: o divergente nulo do campo magnético e o argumento de que algumas
equacoes fisica nao podem ser deduzidas por primeiros principios. Esses topicos desmistifi-
cam a ideia da fisica baseada somente em postulados experimentais e demonstram a capacidade
conclusiva da teoria sobre hipoteses de fatos observados.

A Teoria Classica de Campo consegue descrever de forma totalmente tedrica as proprieda-
des experimentais do eletromagnetismo de Maxwell, teoria formulada inicialmente pela pratica,
apenas utilizando o fato dela ser uma teoria de campo relativistica vetorial tridimensional que
segue 0 principio da superposi¢cao e que possui uma carga elétrica que se conserva.

O monopolo magnético quebra o paradigma de um mundo perfeito e sem singularidades,
mostrando caracteristicas interessantes as quais nao foram comprovadas experimentalmente,
mas que também nao podem ser excluidas.

Os temas abordados neste monografia estao limitados a dimensdes macroscopicas, onde
os efeitos quanticos n&o influenciam os campB:a Teoria Quantica de Campo que esses
efeitos microscopicos sao considerados. Nela, o monopolo & descrito de diversas formas, sem
se restringir a corda de Dirac, e desenvolve conclusdes que ultrapassam a quantizacao da carga
elétrica.

Um trabalho mais completo deveria explorar espacos curvos, conter outros exemplos de
aplicacOes da teoria como a Relatividade Geral, tratar do panorama atual da busca por mono-
polos e sua utilidade, desenvolver a colisao de cargas elétricas e magnéticas no formalismo do
calculo variacional e introduzir a passagem do classico para o quantico.

Uma parte do que foi apontado no paragrafo anterior estava em andamento, contudo, devido
ao tempo curto do curso de monografia nao foram concluidos no prazo. Um exemplo foi um
capitulo sobre analogos 6tico-mecanicos, o qual introduzia o conceito de curvatura, que foi
excluido da monografia.

A Teoria Classica de Campo e 0 monopolo magnético sao temas que todo fisico tebrico de-
veria estudar em algum momento, pois juntos eles mostram o poder de uma teoria de descrever

os fendmenos fisicos, e as causas nao intuitivas que sao consequéncias dessa teoria.
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