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DEPARTAMENTO DE FÍSICA
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Resumo

A presente monografia pretende introduzir o leitor na Teoria de Campo Clássica e na Teoria
Clássica do Monopolo Magnético através da teoria de mı́nima ação e do desenvolvimento do
eletromagnetismo.



Abstract

This monograph aims to introduce the reader in Classical Field Theory and Classical Theory
of Magnetic Monopole through the theory of least action and the development of electromag-
netism.
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4.2 Transformação dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 51
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1 Consideraç̃oes iniciais

Neste capı́tulo, a estrutura da monografia é apresentada.
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1.1 Divisão de caṕıtulos

A presente monografia se baseou no estudo da Teoria Clássica de Campos e do monopolo

magnético clássico.

O segundo capı́tulo produz ferramentas matemáticas que serão usadas no estudo da teoria

de campo, baseadas na introdução do livroCalculus of variations[Jost e Li-Jost 1998], que são

aplicadas à Teoria Clássica de Campo, desenvolvida através de um estudo do livroMeĉanica

Anaĺıtica [Lemos 2007].

O terceiro capı́tulo desenvolve a teoria eletromagnética, seguindo o modelo do livro de teo-

ria de campoCourse of theoretical physics: The classical theory of fields[Landau e Lifšic 2009]:

inicia-se pela relatividade restrita, onde são determinadas as propriedades do espaço. De-

pois desenvolve-se através do princı́pio minimal o comportamento de partı́culas carregadas no

campo eletromagnético. Apesar do livro texto utilizar oSistema Gaussianode medidas, foi

adotado oSistema Internacional.

No quarto capı́tulo, são abordadas algumas caracterı́sticas dos monopolos magnéticos, pau-

tadas pelos livrosMagnetic monopoles[Shnir 2005], dedicado ao assunto, e pelo livroClassical

electrodynamics[Jackson 1999]. O capı́tulo se introduz pela colisão de uma partı́cula elétrica

e uma magnética. Em seguida, é discorrido como é possı́vel descrever o monopolo no eletro-

magnetismo.

Além da bibliografia citada, serviram de apoio no estudo de monopolos o livro de ele-

trodinâmicaIntroduction to electrodynamics[Griffiths 1999] e o artigoSobre a exist̂encia de

monopolos magńeticos[Schönberg 2002], que trata de propriedades dos monopolos.

1.2 Notaç̃ao

Ao longo da monografia, serão utilizadas algumas notações que são descritas na tabela

abaixo. Além do mais, ı́ndices repetidos serão somados da forma

∑
i

AiB
i = AiB

i ,

onde ı́ndices latinos possuem valores de 1 a 3, e ı́ndices gregos de 0 a 3.
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Sı́mbolo Significado
F [a,b] Espaço de funções contı́nuas definidas no intervalo[a,b]

C-diferenciável Função cuja c-ésima derivada existe dentro do intervalo de definição
d Os vetores estão em negrito

∂Ω Borda do espaçoΩ
d4V Volume quadridimensional
∂µ Representa a derivada parcial∂

∂xµ

Aµ,ν Representa a derivada parcial∂Aµ
∂xν

Tabela 1.1: Notação a ser usada na monografia
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2 Teoria Clássica de Campos

Neste capı́tulo são apresentados as ferramentas da Teoria Clássica de Campos.
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2.1 Introdução

A Teoria Cĺassica de Campoestuda sistemas fı́sicos cujas quantidades que os definem são

funções do espaço e do tempo. Essas funções determinam um estado do sistema e são chamados

graus de liberdadeda teoria. O objetivo da teoria é encontrar uma forma explı́cita para os graus

de liberdade, de forma a determinar os possı́veis estados do sistema. Diferente da teoria clássica,

a Teoria Qûantica de Campotrata de sistemas fı́sicos cujos graus de liberdade são operadores

diferenciais regidos pelaMeĉanica Qûantica. Esta monografia não tratará dessa teoria.

Este capı́tulo se inicia com a introdução de propriedades do espaço de funções, espaço que

se encontram os graus de liberdade a serem estudados. Em seguida, é introduzido o princı́pio

de mı́nima ação, que será utilizado na última seção para o desenvolvimento da Teoria Clássica

de Campo.

2.2 Funcional

Um funcional é uma regra que leva um elemento do espaço de funções em um espaço real.

Como, por exemplo, o funcionalF [ f ] =
[

f
(

~0
)]2

que associa uma funçãof (~r) ao seu valor ao

quadrado na posição~r =~0.

Um funcional associa um valor real a uma função de forma análoga à maneira que uma

função associa a um ponto no espaço um valor real. Também de forma análoga é definido a

taxa de variação de um funcional no espaço de funções, definindo-se a distância entre funções

e a continuidade do espaço de funções.

Definição A distância de n-́esima ordemde f1 e f2 em um espaço de funçõesF [a,b] C-

diferenciável(C> n) é definida por:

ρn( f1, f2) = max
a<x<b k={1,...,n}

∣
∣
∣ f

(k)
1 (x)− f (k)2 (x)

∣
∣
∣ . (2.1)

Definição Um funcionalJ é contı́nuo se para todoε > 0 existe umδ > 0 tal que

seρ( f1, f2)< δ ⇒ |J[ f1]−J[ f2]|< ε . (2.2)

2.2.1 Diferenciabilidade

As caracterı́sticas locais de um funcionalJ[ f ] ao redor da funçãof é descrita pela variação

do funcional causada por incrementoδ f = f̂ − f :
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J[ f +δ f ]−J[ f ] = ∆J = L1( f ,δ f )
︸ ︷︷ ︸

δJ

+β (δ f )‖δ f‖ , (2.3)

onde limρ(0,δ f )→0 β (δ f ) = 0. A quantidadeδJ, chamada de primeira variação deJ, é uma

primeira aproximação para comportamento do funcionalJ nas proximidades def .

Definição Uma forma bilinear é um funcionalJ[ f ,x] tal que é linear emf e emx. Ou seja,

para todoα1,α2 e β1,β2 reais

J[α1 f1+α2 f2,β1g1+β2g2] =

= α1β1J[ f1,g1]+α1β2J[ f1,g2]+α2β1J[ f2,g1]+α2β2J[ f2,g2] . (2.4)

Definição Umaforma quadŕatica é um funcionalK[ f ] = J[ f , f ], ondeJ é uma forma bilinear.

Exemplo SeK é quadrático, entãoK[α f ] = J[α f ,α f ] = α2J[ f , f ] = α2K[ f ].

Uma segunda aproximação para o funcionalJ[ f ] pode ser obtida analogamente à aproximação

de uma função por uma série de potências:

∆J = L1( f ,δ f )
︸ ︷︷ ︸

δJ

+
1
2

L2( f ,δ f )
︸ ︷︷ ︸

δ 2J

+β (δ f )‖δ f‖2 , (2.5)

onde quantidadeδ 2J é chamada de segunda variação deJ, e se compara à segunda derivada.

No princı́pio minimal, procuramos funções que em funcionais sejam os menores possı́veis.

Ou seja, procuramos funções tais queδJ = 0 eδ 2J > 0.

2.3 Cálculo Variacional

O objetivo do cálculo das variações consiste em encontrar uma funçãou(t), u : R 7→R
d, tal

que o funcional

I [u] =
∫ b

a
F(t,u(t), u̇(t))dt; F : [a,b]×R

d×R
d 7→ R (2.6)

tenha um valor mı́nimo. Esse funcional é conhecido comoação, e normalmente a função

soluçãou(t) satisfaz a algumas restrições como, por exemplo, as condições de contorno de
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Dirichet∗, onde o valor da função é dado ao longo da borda do intervalo; ou uma restrição que

u seja contı́nua e diferenciável por partes.

No caso de uma funçãog

g : Ω 7→ R
Rd 7→R

,

o seu extremo é dado quando sua derivada é nula:

∂g
∂xi

= 0 ; i = {1,2, ...,d} . (2.7)

Para que esse extremo seja um mı́nimo, é suficiente que a matriz HessianaD2g = ∂ 2g
∂xi∂x j

tenha determinante positivo.

Exemplo A função f (x1,y2) = x2
1+ x2

2 tem um mı́nimo emx1 = x2 = 0. De fato, ∂ f
∂xi

∣
∣
∣
xi=0

=

2∗0= 0 e ∂ 2 f
∂xi∂x j

= 2δi j > 0 .

A situação de um funcional é mais complexa que de uma função. Enquanto a função é

derivada no espaço cartesiano, um funcional é derivado no espaço de funções.

Ideia de Minimização

Seu é uma função que minimiza a ação (2.6), tal que as funçõesF = F(t, f, ḟ) e u = u(t)

são funções contı́nuas e com segunda derivada contı́nua no intervalo[a,b]. Então, para qualquer

h ∈C1
0([a,b],R

d)† es∈ [0,ε), para algumε > 0

I [u+sh]≥ I [u] , (2.8)

onde

I [u+sh] =
∫ b

a
F(t,u+sh, u̇+sḣ)dt . (2.9)

O funcional da equação (2.9) pode ser descrito pela funçãog(s) = I [u+sh], g : R 7→R, que

∗Nesta monografia será usada somente a condição de Dirichet.
†Cn

0([a,b],R
d) é o conjunto de funçõesh : R 7→R

d n-diferenciáveis que se anulam antes de chegar no extremo
do intervalo
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possui um mı́nimo ems= 0, implicando que

g′(0) = 0=
d
ds

I [u+sh]

∣
∣
∣
∣
s=0

=
∫ b

a

(
∇uF ·h+∇u̇F · ḣ

)
dt = 0

∴

∫ b

a

(

∇uF − d
dt

∇u̇F

)

·hdt = 0 ; ∀h∈C1
0([a,b],R

d) , (2.10)

onde foi utilizado integração por partes.

Para a equação (2.10) ser desenvolvida, é necessário olema fundamental do cálculo de

variações.

Lema 2.3.1. (Lema Fundamental do Ćalculo de Variaç̃oes) Seh ∈C0((a,b),Rd) satisfizer

∫ b

a
h(t) ·φ(t)dt = 0; ∀φ ∈C∞

0 ([a,b],R
d) , (2.11)

ent̃aoh ≡ 0.

Prova Por absurdo, suponhamos que exista uma componente hi0 que ñao seja nula no ponto

t = t0, ou seja, hi0(t0) 6= 0. Como hi0 é cont́ınua, existe umδ > 0 tal que

a< t0−δ < t0+δ < b ,

onde se|t0− t|< δ ⇒ |hi(t)|> 1
2|hi(t0)|.

Então, escolhemosφ de forma que

φ i0(t) = 0, se|t0− t| ≥ δ ;

φ i0(t)> 0, se|t0− t|< δ ;

φ i0(t) = 0, se i 6= i0 .

Assim
∫ b

a
h(t) ·φ(t)dt =

∫ b

a
hi0(t)φ i0(t)dt 6= 0 . (2.12)

ABSURDO! Conclúımos que t0 não pertence ao intervalo(a,b), ent̃ao h(t)≡ 0 para todo

t ∈ (a,b).

Teorema 2.3.2.Se F∈C2([a,b]×Rd×Rd) eu ∈C2([a,b]×Rd) é um ḿınimo de

I [u] =
∫ b

a
F(t,u(t), u̇(t))dt , (2.13)
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que atendèa condiç̃ao de Dirichlet nas bordas, então ele deve atender a equação diferencial

de Euler-Lagrange:
d
dt

(∇u̇F)−∇uF = 0 . (2.14)

A (2.14)é uma equaç̃ao diferencial ordińaria de segunda ordem emu:

∇u̇ (∇u̇F) · ü+∇u (∇u̇F) · u̇+ ∂
∂ t

(∇u̇F)−∇uF = 0 . (2.15)

Prova Da equaç̃ao (2.8) à equaç̃ao (2.10)mostramos que a condição ḿınima de I[u] nos leva

à equaç̃ao
∫ b

a

(

∇uF − d
dt

∇u̇F

)

·hdt; ∀h∈C1
0([a,b],R

d) = 0 , (2.16)

a qual, pelo lema 2.3.1, nos levaà condiç̃ao (2.14).

Exemplo (Menor distância no euclidiano) Qual é a menor distância entre dois pontosA eB no

espaço euclidiano?

A distância entre dois pontos através de uma curvaγ(t) ∈C1([0,1],Rn), a qualγ(0) = A e

γ(1) = B, é a integral do comprimento infinitesimal da curva

C[γ] =
∫ C[γ ]

0
‖dγ‖=

∫ 1

0
‖γ̇ dt‖=

∫ 1

0

√

γ̇ · γ̇ dt . (2.17)

A curvaγ é aquela queC[γ] é mı́nimo. Nessa condição, com 2.14 em 2.17.

d
dt

(
∂‖γ̇‖

∂ γ̇

)

− ∂‖γ̇‖
∂γ

= 0

∴

d
dt

(

γ̇
√

γ̇ · γ̇

)

= 0 . (2.18)

Lema 2.3.3.Se F ñao depende explicitamente de t, então a quantidade F− u̇ ·∇u̇F não depende

do tempo.
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Prova Com o produto escalar(2.14)·u̇, obtemos∗

0= u̇ · d
dt

(∇u̇F)− u̇ ·∇uF −
(

∂F
∂ t

− ∂F
∂ t

)

− (ü ·∇u̇F − ü ·∇u̇F)

=

[

u̇ · d
dt

(∇u̇F)+ ü ·∇u̇F

]

−
(

u̇ ·∇uF +
∂F
∂ t

dt
dt

+ ü ·∇u̇F

)

− ∂F
∂ t

⇒ ∂F
∂ t

=
d
dt

(F − u̇ ·∇u̇F) = 0 . (2.19)

Se a condição de mı́nimo do funcional

I [u] =
∫ b

a
F(t,u(t), u̇(t))dt (2.20)

está limitado à condição

S[u] =
∫ b

a
G(t,u(t), u̇(t))dt =C0 , (2.21)

então se faz necessário o uso dos multiplicadores de Lagrange.

No caso de funções, o extremo def (x,y) que pertence à superfı́cieg(x,y) = K0 atende a

equação

∇ f +λ∇g= 0 . (2.22)

Analogamente, as funçõesf (s) = I [u+ sh] e g(s) = S[u+ sh] possuem um extremo em

s= 0, atendendo a equação (2.22). Portanto,

d
ds

(
I [u+sh]+λS[u+sh]

)
∣
∣
∣
∣
s=0

= 0

Então o extremo do funcional (2.20) restrito pela condição (2.21) é a solução da condição

de mı́nima ação do funcional

H[u] =
∫ b

a
(F +λS) dt (2.23)

2.4 A meĉanica através do prinćıpio de ḿınima ação

A natureza é complexa.́E inimaginável descrever todos os processos que ocorrem nela,

e impossı́vel conhecer precisamente o futuro de todas as coisas que a compõe. Contudo, é

∗ComoF = F(u, u̇, t)

dF
dt

= ∇uF · du
dt

+∇u̇F · du̇
dt

+
∂F
∂ t

dt
dt

= u̇ ·∇uF +
∂F
∂ t

dt
dt

+ ü ·∇u̇F
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possı́vel modelar a evolução temporal de sistemas que descrevam parte da natureza, escolhendo

caracterı́sticas especı́ficas, e assim conhecer com certa precisão o futuro das caracterı́sticas

escolhidas.

O sistema que modela parte da natureza é osistema f́ısico. O objetivo de uma teoria fı́sica

é poder quantificar a sua dinâmica, regida pelas regras do modelo fı́sico, e assim descrever a

natureza.

A evolução de um sistema fı́sico se dá através deestados; um sistema fı́sico muda com o

tempo se ele muda de estado. Os estados são definidos por caracterı́sticas mutáveis da natureza

como a pressão, volume, posição etc. Essas caracterı́sticas mensuradas em variáveis são os

graus de liberdadedo sistema.

O modelo fı́sico dita regras que aplicadas ao sistema geram sua evolução. Essas regras são

compostas por umprinćıpio de relatividade, que relaciona os graus de liberdade observados

grupo de referenciais diferentes; e um grupo de limitações dos graus de liberdade.

Em termos práticos, o sistema fı́sico define os graus de liberdade da teoria e o modelo dita o

espaço em que esses graus de liberdade evoluirão. Esse espaço é chamado deespaço de estados.

Dentro do contexto de espaço de estados, as limitações impostas pelo modelo restringem

os graus de liberdade à uma hipersuperfı́cie do espaço de estados e o princı́pio de relatividade

definem as simetrias do espaço. No caso da relatividade restrita, o princı́pio de relatividade é

dado porreferenciais inerciaisde Lorentz, que representam observadores que se movem com

velocidade relativa constante entre si cuja transformação das coordenadas de um referencialx(t)

para um outro ˜x(t̃) que possuem velocidade relativav é dado por

{

x̃(t̃) = γ
(
x+ v

cct
)

ct̃ = γ
(
ct+ v

cx
) , (2.24)

ondeγ = 1
√

1−( ẋ
c)

2
e c é a velocidade da luz. Então, a distância entre dois pontos neste espaço

deve ser invariante sobre a transformação de Loretnz. Esse espaço é o espaço hiperbólico cujo

elemento de distância infinitesimal é dado por ds2 = c2dt2− dx2.

Entre dois estados, existem incontáveis caminhos, sucessão de estados, que os ligam no

espaço de estados. Contudo, a natureza só escolhe um∗. Entre todos os caminhos possı́veis,

existe um caminho† especial que todos os referenciais dentro do grupo de relatividade do mo-

delo são capazes de identificar. Esse caminho é o mesmo seguido pela natureza.

∗Lembrando que estamos em uma análise clássica, onde é possı́vel definir trajetórias no espaço de estados.
†Em geral, um número contável de caminhos. Um exemplo é a trajetória luminosa através de lentes.
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2.4.1 A aç̃ao de um sistema

Dentre todos os caminhos possı́veis entre dois estados no espaço de estados, existe o que

o grupo de relatividade concorda que é diferente dos demais. Para encontrá-lo, devemos olhar

para uma quantidade relativa ao caminho tomado, e que os referenciais concordem que existem

caminhos especiais para essa quantidade.

A quantidade que procuramos é a seguinte ação, formada por uma integral sobre um cami-

nho no espaço de estados

S[u(t)] =

b∫

a

Ldt , (2.25)

ondeu é a posição de um estado no espaço de estados,L é uma função dos graus de liberdade

chamadalagrangeanae t é o tempo, que está parametrizando a curva no espaço de estados.

A açãoS[u(t)] relaciona um caminho no espaço de estados a um número. Valores especiais

para ação são seus máximos e mı́nimos relativos. Como só procuramos um caminho, podemos

escolher o sinal deL de forma que as equações que regemu(t), conecidas comoequaç̃oes de

movimento, são geradas pela curva que minimizaS[u(t)]. Esse é oPrinćıpio de Ḿınima Aç̃ao.

Pela equação (2.14), a condição de minimação deS[u(t)] para a funçãou(t) exige que ela

atenda a equação de Euler-Lagange

d
dt

(∇u̇L) = ∇uL (2.26)

No caso de uma partı́cula livre no regime newtoniano, os graus de liberdade são a posição

x e a velocidade ˙x o grupo de relatividade é dado pela transformação de galileu

{

x̃(t̃) = x+vt

t̃ = t
. (2.27)

A lagrangeana é dada pela energia cinética

L =
mẋ2

2
, (2.28)

onde m é a massa da partı́cula. A ação de dois referencias diferentesS[x(t)] e S̃[x̃(t̃)] são tais
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que

S[x(t)] =

b∫

a

mẋ2

2
dt

S̃[x̃(t̃)] =

b∫

a

m˙̃x2

2
dt̃ =

b∫

a

mẋ2

2
dt̃ +

b∫

a

(

mẋv+
mv2

2

)

dt̃

= S[x(t)]+constante

⇒ δ S̃[x̃(t̃)] = δS[x(t)] , (2.29)

o que implica que a equação de movimento de ambos os referenciais geram a mesma trajetória.

Explicitamente, a equação de movimento é

mẍ= 0 , (2.30)

que representa a segunda lei de Newton para uma partı́cula livre.

2.5 Teoria Clássica de Campos

A teoria clássica de campo descreve sistemas com graus de liberdade contı́nuos. Ela é ne-

cessária, pois a teoria quântica de campo, a qual descreve partı́culas elementares, por exemplo,

depende de uma formulação clássica.

2.5.1 Teoria Cĺassica de Campos na forma Lagrangiana

Um sistema com infinitos graus de liberdade discretos pode ser descrito pelas variáveis

qk(t) comk ∈ N. Já um sistema com um número contı́nuo de graus de liberdade não pode ser

descrito como tal, mas pelas funçõesqx(t) comx∈ R
n; os graus de liberdade contı́nuos serão

descritos porϕ(x, t) = (ϕ1, ...,ϕn).

A lagrangiana de um sistema discreto é uma soma sobre os graus de liberdade. No sis-

tema contı́nuo, será uma integral do que é a densidade lagrangianaL . Ela depende de termos

cinéticos dos graus de liberdade,ϕ̇(x, t). Também deve conter informação sobre a interação

local,∇xϕ(x, t). Assim, sendoΩ o espaço de interesse, a ação a ser minimizada é

A[ϕ] =
∫ t2

t1
dt
∫

Ω
L (ϕ(x, t), ϕ̇(x, t),∇xϕ(x, t),x, t)dnx =

∫ t2

t1
dtL . (2.31)
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A relação entreL eL é dada por

L =

∫

Ω
L (ϕ(x, t), ϕ̇(x, t),∇xϕ(x, t),x, t)dnx . (2.32)

Com a hipótese de que a solução mı́nimaϕ(x, t) da equação (2.31) exista, então se

ϕ̄(x, t,ε) = ϕ(x, t)+ εh(x, t) ,

ondeh(x, t) ∈C1
0(Ω× [t1, t2],Rn), portanto,ϕ̄(x, t,0) = ϕ(x, t).

ComoA[ϕ] é um mı́nimo, então a função

ω(ε) = A[ϕ̄] =
∫ t2

t1
dt
∫

Ω
L (ϕ̄(x, t), ˙̄ϕ(x, t),∇xϕ̄(x, t),x, t)dnx

tem um mı́nimo emε = 0. Portanto

dω
dε

∣
∣
∣
∣
ε=0

= 0=
∂A
∂ε

∣
∣
∣
∣
ϕ̄=ϕ

=
∫ t2

t1
dt
∫

Ω

(

∇ ˙̄ϕL · ḣ+∇∇ϕ̄L ·∇h+∇ϕ̄L ·h
)

dnx

=
∫ t2

t1
dt
∫

Ω

[

∇ϕL − ∂
∂ t

(
∇ϕ̇L

)
−∇

(
∇∇ϕL

)
]

· dnx

∴∇ϕL − ∂
∂ t

(
∇ϕ̇L

)
−∇

(
∇∇ϕL

)
= 0 (2.33)

A relação dada pela equação (2.33) provê a dinâmica dos graus de liberdade do campo.

2.5.2 Teoria de campo relativ́ıstica

Na relatividade, o espaço é quadridimensional. O tempo representa a coordenadax0 = ct,

ondec é a velocidade da luz. Nessa situação, não será integrado sobre um espaçoΩ× [a,b], mas

o volume quadridimensionalΩ′. De agora em diante não haverá distinção entre coordenadas

espaciais e temporais. Na forma covariante, onde os ı́ndices repetidos representam uma soma,

a equação de Euler-Lagrange tem a forma

∂µ




∂L

∂
(

ϕα,µ

)



− ∂L

∂ϕα
= 0 (2.34)

onde∂µ =
(

1
c

∂
∂ t ,∇

)

.
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2.5.3 Derivada de um funcional

O que representaria a derivada de um funcional vista em (2.3)? Um análogo à derivada

direcional de uma função seria a quantidade

d
dε

F[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

, (2.35)

onde f e σ são funções.

As funções na equação (2.35) comportassem-se como vetores no espaço de funções e o

funcional é diferenciado em uma direção desse espaço. No cálculo de muitas variáveis reais, a

derivada def (x1, ...,xn) na direção~v= (v1, ...,vn) é dada por

d
dε

f (~r + ε~v)
∣
∣
∣
∣
ε=0

=~v ·∇ f ,

onde∇ f é o gradiente def . O gradiente representa a ideia de derivada em n dimensões:∂ f
∂~r .

Analogamente, a derivada funcionalδF
δ f é definida implicitamente por

d
dε

F [ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

= σ · δF
δ f

=
∫

Ω
σ(x, t)

δF
δ f

dnx . (2.36)

A derivada funcional tem algumas propriedades como:

1. É linear;

Prova SejamG eH dois funcionais, ea, b dois números reais. Então∂ (aG+bH)
δ f = aδG

δ f +

bδH
δ f . De fato, seja o funcionalF = aG+bH na equação (2.36). Portanto

d
dε

F[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

=
d
dε

(aG[ f + εσ ]+bH[ f + εσ ])

∣
∣
∣
∣
ε=0

=

=

∫

Ω
σ(x, t) · δ (aG+bH)

δ f
dnx=

= a
d
dε

G[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

+b
d
dε

H[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

= a
∫

Ω
σ(x, t) · δG

δ f
dnx+b

∫

Ω
σ(x, t) · δH

δ f
dnx

∴ ∂
(aG+bH)

δ f
= a

δG
δ f

+b
δH
δ f

.

2. Segue a regra de produto das derivadas;

Prova SejamG eH dois funcionais. Entãoδ (GH)
δ f = GδH

δ f +H δG
δ f . De fato, sejaF = GH
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na equação (2.36), então

d
dε

F [ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

=
d
dε

(G[ f + εσ ]H[ f + εσ ])

∣
∣
∣
∣
ε=0

=

=

∫

Ω
σ(x, t) · δ (GH)

δ f
dnx

= H
d
dε

G[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

+G
d
dε

H[ f + εσ ]

∣
∣
∣
∣
ε=0

= H
∫

Ω
σ(x, t) · δG

δ f
dnx+G

∫

Ω
σ(x, t) · δH

δ f
dnx

∴
δ (GH)

δ f
= G

δH
δ f

+H
δG
δ f

.

3. Segue a regra da cadeia.

Prova Seja uma funçãoφ = φ(F[ f ]). Entãoδφ
δ f =

dφ
dF

δF
δ f . De fato,

d
dε

φ(F[ f + εσ ])

∣
∣
∣
∣
ε=0

=
∫

Ω
σ(x, t)

δφ
δ f

dnx

=
dφ
dF

· d
dε

F[ f + εσ ])

∣
∣
∣
∣
ε=0

=

∫

Ω
σ(x, t)

dφ
dF

δφ
δ f

dnx

∴
δφ
δ f

=
dφ
dF

δF
δ f

. (2.37)

Para um funcional de mais de uma variável,F[ f1, ..., fn], ele é definido por

d
dε

F[ f1+ εσ1, ..., fn+ εσn]

∣
∣
∣
∣
ε=0

=
∫

Ω
σk(x, t)

δF
δ fk

dnx . (2.38)

Em comparação com a notação da variação da ação

δA=

∫

Ω
dnx

δF
δ fk

δ fk

=

∫

Ω
dnx

[
∂L

∂ϕk
−∇ ·

(
∂L

∂ (∇ϕk)

)]

δϕk ,

a derivada funcional seria o primeiro termo de aproximação paraF[ f + δ f ] em potências de

δ f . Portanto, a derivada de um funcional é dada por

δA
δϕk

=
∂L

∂ϕk
−∇ ·

[
∂L

∂ (∇ϕk)

]

] , (2.39)

onde o extremo do funcional é alcançado quandoδA
δϕk

= 0.
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2.5.4 Teoria de campos na forma hamiltoniana

As equações de Euler-Lagrange são equações diferenciais lineares de segunda ordem que

podem ser simplificadas ao dobro de equações de primeira ordem com uma transformação de

Legendre[Zia, Redish e McKay 2009]. No caso, a lagrangiana(L = L(q, q̇, t)) é transformada

na função hamiltoniana(H = H (p, ṗ, t)) pela transformação

L = p · q̇−L , (2.40)

onde a variável transformada, chamada de momento conjugado, é definida como

pi =
∂L
∂ q̇i

, (2.41)

onde o momento conjugado a velocidade é o momento linear.

O momento conjugado contı́nuoπα(x) é definido analogamente ao caso discreto por∗

πα =
∂L

∂ϕ̇α
(2.42)

Da mesma forma que foi definidoL e L na equação (2.32), definimos a densidade de

hamiltoniana,H , como

H = πα ϕ̇α −L (2.43)

A relação da hamiltoniana e sua densidade é similar a da lagrangiana, abordada na equação

(2.32),

H[ϕ,π ] =
∫

dnxH (ϕ,∇ϕ,∇π) (2.44)

A densidade de hamiltoniana está associada com a densidade de energia assim como a

hamiltoniana se associa com a energia.

Equações de Hamilton

A ação neste formalismo é

A[ϕ,π ] =
∫

dn+1x(παϕα −H )

⇒ δA=

∫

dn+1x

[(

−π̇α − ∂H

∂ϕα
+∇ · ∂H

∂ (∇ϕα)

)

δϕα +

(

ϕ̇α − ∂H

∂πα +∇ · ∂H

∂ (∇πα)

)

δπα
]

= 0 .

∗Mesmo sem o suporte de um teorema como o da função implı́cita, será utilizado que sempre podemos encon-
trar πα em função das variáveis de momento conjugado e tempo.
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Anulando os termos multiplicados pelas variações, são geradas as equações

ϕ̇α =
∂H

∂πα −∇ · ∂H

∂ (∇πα)
=

δH
δπα . (2.45)

π̇α =−∂H

∂ϕα
+∇ · ∂H

∂ (∇ϕα)
=− δH

δϕα . (2.46)

Com a derivada funcional, fica claro a analogia das equações de Hamilton do caso discreto

com o caso contı́nuo.

Parênteses de Poisson

SejaX um funcional deϕ e π , eX sua densidade. Então

X[ϕ,π ] =
∫

X (ϕ,∇ϕ,π ,∇π ,x, t)dnx .

Sejamϕ e π tais que anulam-se no infinito espacial. O parêntese de Poisson é definido por

{X,Y}=
∫ { δX

δϕα

δY
δπα − δX

δπα
δY

δϕα

}

dnx . (2.47)

Com uma variação temporal

dX
dt

=
∫ { δX

δϕα
ϕ̇α +

δX
πα π̇α +

∂X

∂ t

}

dnx

por (2.45) e (2.46)
=

∫ { δX
δϕα

δH
πα − δX

δπα
δH
δϕα

+
∂X

∂ t

}

dnx

=
∫ { δX

δϕα

δH
πα − δX

δπα
δH
δϕα

}

dnx+
∂
∂ t

∫

X dnx

⇒ dX
dt

= {X,H}+ ∂X
∂ t

. (2.48)

Então, seX não depende explicitamente do tempo, o parêntese de Poisson descreve a

evolução temporal deX. No caso especial com os funcionais

Xα [x,ϕα ] = ϕα(x, t) =
∫

dnx̃δ (x− x̃)ϕα(x̃) ;

Yβ [y,πβ ] = πβ (y, t) =
∫

dnỹδ (y− ỹ)πβ (ỹ) ,

onde
{

Xα ,Yβ
}

= δ β
α δ (x−y). Portanto

{ϕα(x, t),πβ(y, t)}= δ β
α δ (x−y) , (2.49)
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é a versão contı́nua de{qi, p j}= δi j . Além do mais:{ϕα(x, t),ϕβ(y, t)}= {πα(x, t),πβ(y, t)}=
0.

2.5.5 Simetrias de Aç̃ao e Teorema de Noether

Transformações infinitesimais

Uma transformação infinitesimal geral das posições e funções é dada por

xµ 7→ x̃µ = xµ +∆xµ ;

ϕα(x) 7→ ϕ̃α(x̃) = ϕα(x)+∆ϕα(x) .

A variaçãoδϕα (x) da função causada pela transformação infinitesimal da função é definida

como

δϕα(x) = ϕ̃α(x)−ϕα(x) ,

que difere da variação∆ϕα que também avalia a mudança das posições na transformação. A

variação∆ϕα é dada por

∆ϕα(x) = ϕ̃α(x̃)−ϕα(x)

= ϕ̃α(x̃)−ϕα(x̃)+ϕα(x̃)−ϕα(x)

= δϕα(x̃)+∂µϕα(x)∆xµ

∴∆ϕα(x) = δϕα(x)+ϕα,µ ∆xµ , (2.50)

onde foi desprezado termos de variação em segunda ordem e superiores:∆xµ ∆xν , δϕα,µ ∆xµ ,

δϕα,µ,ν ∆xµ∆xν etc.

A derivada parcial∂µ comuta com a operaçãoδ , (δϕα ),µ = δϕα,µ , mas não comuta com a

operação∆ devido ao segundo termo do lado direito da equação (2.50). A variação∆ϕα,β , que

é diferente da derivada da equação (2.50), é

∆ϕα,β (x) = δϕα,β (x)+ϕα,β ,µ (x)∆xµ .

Invari ância da aç̃ao

A variação da ação é dada por

∆S=
∫

Ω̃
d4x̃L (ϕ̃α(x̃), ϕ̃α,β (x̃), x̃)−

∫

Ω
d4xL (ϕα(x),ϕα,β (x),x) ,
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onde a primeira densidade de Lagrangiana é dada por

L̃ = L (ϕα +∆ϕα ,ϕα,β +∆ϕα,β ,x+∆x)

= L +
∂L

∂ϕα
δϕα +

∂L

∂ϕα,β
δϕα,β +

∂
∂xµ δxµ .

Observamos também que ∣
∣
∣
∣

∂ x̃mu
∂xν

∣
∣
∣
∣
= 1+

∂∆xµ

∂xµ .

Assim

∆S=

∫

d4x

[

δL +
d

dxµ (L ∆xµ)

]

,

com as equações de Euler Lagrange

δL =
d

dxµ

(
∂L

∂ϕα,µ δϕα

)

.

Se a∆S é nulo

⇒
∫

Ω
d4x

d
dxµ

(
∂

∂ϕα,µ
δϕα +L ∆xµ

)

= 0

∴

∫

∂Ω
d3x

(
∂

∂ϕα,µ
δϕα +L ∆xµ

)

=Cte . (2.51)

Das quantidades conservadas

Escolhemos agora o formato de nossas variações:

∆xµ = Xµ(r)ε(r) ∆ϕα = ψ(r)
α ε(r) ,

onder = {1, ...,R}. Então temosR equações de transformação em função deR parâmetros

infinitesimais.

A variação da função é dada por

δϕα =
[

ψα(r)−ϕα,νXν(r)
]

ε(r) .

Como a ação é invariante a essas variações infinitesimais obtemos

∆S=
∫

Ω
d4x

d
dxmu

{
∂L

∂ϕα,µ

[

ψ(r)
α −ϕα,νXν(r)

]

+L Xµ(r)
}

εr

=−
∫

Ω
d4xεr∂µ Θµ(r) = 0 ,
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onde

Θµ(r) =− ∂L

∂ϕα,µ

[

ψ(r)
α −ϕα,νXν(r)

]

−L Xµ(r) . (2.52)

Comoεr e o domı́nio de integração são arbitrários

∂µΘµ(r) = 0= ∂0Θ0(r)+∇ ·~Θ(r) . (2.53)

As equações acima representamR equações de conservação. Se integrarmos em um volume do

espaço euclidiano obtemos

d
dx0

∫

V
d3xΘ0(r) =

∫

V
d3x∂0Θ0(r) =

∫

V
d3x∇ ·~Θ(r) =

∫

∂V
d~A·~Θ(r) .

Se V for todo o volume do espaço convencional, e o campo tender a zero no infinito, obteremos

Rcargas concervadas dadas por
∫

V
d3xΘ0(r) =C(r) .

Importante exemplo de conservaç̃ao: O quadrimomento

Consideremos que a seguinte transformação infinitesimal não modifica os campos

x̃µ = xµ + εµ ,

∆ϕα = 0⇒ ∆ϕα,β = 0 .

Assim, se a ação é invariante

∆S= 0=

∫

Ω

[

L̃

(

1+
∂∆xµ

∂xµ

)

−L

]

d4x

=
∂L

∂ϕα
∆ϕα +

∂L

∂ϕα,β
∆ϕα,β +

∂L

∂xµ ∆xµ =
∂L

∂xµ εµ

∴
∂L

∂xµ = 0 ,

concluı́mos que a lagrangiana não depende explicitamente da quadriposição.

Com a notação da seção anterior

∆xµ = εµ = gµνεν ⇒ Xµν = gµν ,

e

ψβ
α = 0 .
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Portanto,

Tµν
,µ = 0 , (2.54)

ondeTµν é o tensor energia momento dado por

Tµν =
∂L

∂ϕα,µ
ϕα,β gβν −L gµν =

∂L

∂ϕα,µ

∂ϕα
∂xν

−L gµν . (2.55)

A carga conservada pelo teorema é o quadrivetor

Pν =
∫

dVT0ν .

A definição do tensor de momento-energia não é única. Um tensor

T̃µν = Tµν +∂αΨµνα ; Ψµνα =−Ψµαν , (2.56)

também satisfaz a equação (2.54).
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3 Eletromagnetismo

“ I understand how the engines work now. It came to me in a dream. The engines don’t move

the ship at all. The ship stays where it is and the engines move the universe around it.”

Cubert Farnsworth, Futurama

Neste capı́tulo será desenvolvido a teoria eletromagnética a partir do princı́pio variacional.
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3.1 Relatividade

Em um regime clássico de partı́culas com velocidades próximas a da luz, o modelo de

Newton não é capaz de descrever satisfatoriamente as trajetórias. As transformações entre re-

ferenciais não são as transformações de galileu (equação (2.27)); são as transformações de Lo-

rentz (equação (2.24)). As simetrias do espaço invariante sobre as transformações de Lorentz

não permitem mais que o termomẋ2

2 componha a lagrangiana. Nem o parâmetro de integração

da equação eqreflagrangiana newtonia, o tempo, é invariante. Contudo, Apesar de discorda-

rem de quanto tempo se passou, eles devem concordar no tocante ao tempo próprio, o tempo

medido por um observador no referencial da partı́cula. Agora, todas as partı́culas estão fada-

das ao mı́nimo do tempo próprioτ, quantidade que todos os referencias inerciais relativı́sticos

concordam, no quadriespaço ( que é um espaço hiperbólico ) cujo elemento de distância é

‖dS‖2 = c2dτ2 = c2dt2− dx2− dy2− dz2 = ηµν dxµ dxν , (3.1)

onde coordenadas são dadas porx0 = ct, xi = {x,y,z}, eηµν é a componente do tensor métrico

dado por

ηµν =










1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1










. (3.2)

Dentre todas as possibilidades de caminho possı́veis, a partı́cula deve escolher aquele o

qual o tempo próprio é mı́nimo, ou seja, a distância entre dois pontos no quadriespaço deve ser

mı́nima. Co misso, a ação é

S[x] =−α
c

∫

‖dS‖=−α
∫
√

ηµν uµuν

c2 dτ , (3.3)

ondeα é uma constante que deverá ser ajustada no limite newtoniano, euµ é a quadrivelocidade

definida como∗

uµ =
dxµ

dτ
=

dt
dτ

dxµ

dt
= (γc,γv) . (3.4)

O módulo da quadrivelocidade é o produto escalar

ηµν uµuν = γ2ηµν
dxµ

dt
dxν

dt
= γ2(c2−v2)= c2 . (3.5)

∗Da equação (3.1), vemos que
( dt

dτ
)2

= 1

1− v2

c2

⇒ dt
dτ = 1

√

1− v2

c2

= γ
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Colocando a ação (3.3) em termos do tempo observado, obtemos que

S[x] =−α
∫ b

a

√

ηµν
dxµ
dt

dxν
dt

c2

dt
dτ

dτ =−α
∫ b

a

√

1− v2

c2 dt =
∫ b

a
LRdt . (3.6)

A lagrangiana relativı́stica de uma partı́cula livre é, portanto,

LR =−α
√

1− v2

c2 . (3.7)

No limite newtoniano, o qualvc ≪ 1, a lagrangiana relativı́stica deve ser semelhante a la-

grangiana newtoniana,LN = mv2
2 (equação (2.28)). Com uma expansão em torno do pequeno

fator v
c, a lagrangiana relativı́stica se torna

LR =−α +
α
2

v2

c2 +O

(
v3

c3

)

, (3.8)

ondeO
(

v3

c3

)

representa os demais termos da expansão, de ordem igual ou superior av3

c3 .

Em verdade, a expansão deve produzir as mesmas equações de movimento. Isso significa

que ambas as lagrangianas, a relativı́stica com pequenas velocidades e a não relativı́stica de-

vem diferir apenas por uma derivada total, que gera um termo constante na ação. Traduzindo

matematicamente, queremos que

lim
v
c→0

(LR−LN) =
dg(t)

dt
(3.8)
= lim

v
c→0

[

−α +
v2

2

(α
c2 −m

)

+O

(
v2

c2

)]

, (3.9)

ondeg é uma função qualquer de t.

A solução da equação (3.9) tal queα seja uma constante requer que o segundo termo da

equação seja zero∗

α = mc2 . (3.10)

A lagrangiana relativı́stica definida em (3.7) se torna

LR =−mc2

√

1− v2

c2 . (3.11)

Com a lagrangiana relativı́stica definida, podemos determinar o momento linear relativı́stico

e a energia de uma partı́cula livre. O momento linear newtoniano é dado momento conjugado à

∗Caso o segundo termo da equação (3.9) fosse diferente de zero, então a derivada temporal deg(t) dependeria

de um fatorv2, dg(t)
dt = −α − mv2

2 , que não pode ser descrito por uma derivada total no tempo. Ou seja,g(t) =
−α − m

2

∫
v2dt dependeria da trajetória da partı́cula, de forma queδg 6= 0; absurdo, por hipótese.
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velocidade; com a equação (2.41) obtemos

~P= ∇~vLR =
m~v

√

1− v2

c2

. (3.12)

A energia de uma partı́cula livre é dada pela hamiltoniana, apresentada na equação (2.40)

εR = ~P ·~v−LR =
mv2+mc2

(

1− v2

c2

)

√

1− v2

c2

=
mc2

√

1− v2

c2

. (3.13)

A equação (3.12) não segue a segunda lei de Newton. De fato, da derivada do momento

linear,
d~P
dt

=
m

√

1− v2

c2

~a+
m

(

1− v2

c2

) 3
2

( v
c2 ·~a

)

~v , (3.14)

não é diretamente proporcional à aceleração. Esse fato era esperado, visto que a lagrangiana

relativı́stica é diferente da lagrangiana newtoniana, resultando em diferentes equações de movi-

mento.

A dinâmica da partı́cula livre é dada pela variação da ação apresentada em (3.6), que é dada

por

δS[x] =−mcδ
∫ b

a

√

ηµν uµuν dτ =−m
∫ b

a

ησε

(

uσ dδxε

dτ + dδxσ

dτ uε
)

2
√

ηµν uµ uν

c2

dτ . (3.15)

Comoηµν é simétrico em seus ı́ndices e, pela equação (3.5),
√

ηµν uµ uν

c2 = 1, fazendo uma

integração por partes da equação (3.15) obtemos

δS[x] =
∫ b

a

d(muσ)

dτ
δxσ dτ =

∫ b

a

dPσ
dτ

δxσ dτ . (3.16)

Assim, doLema Fundamental do Ćalculo de Variaç̃oes, encontramos que a lei que rege a

dinâmica de partı́culas livres relativı́sticas é dada por

dPσ
dτ

= 0 . (3.17)

Podemos descrever as componentes do quadrimomento em função do momento e da energia
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não relativı́sticas. Basta observarmos que

Pσ =−m
dxσ

dτ
=−m

dxσ

dt
dt
dτ

=−




εR

c
,

~P
√

1− v2

c2



 . (3.18)

A partir da relação obtida em (3.18), obtemos

ηµνPµPν = m2ηµνuµuν = mc2 =
ε2

R

c2 −

∥
∥
∥~P
∥
∥
∥

2

1− v2

c2

∴ ε2
R=

∥
∥
∥~P
∥
∥
∥

2
c2

1− v2

c2

+m2c4 . (3.19)

3.2 Cargas em um campo eletromagńetico

3.2.1 Part́ıculas Elementares e relatividade

A interação de partı́culas pode ser descrita com ajuda do conceito de campo. Uma partı́cula

cria um campo, e esse campo interage com outras partı́culas criando uma dinâmica. Na mecânica

não relativı́stica, o campo é só mais um auxiliar matemático. Na relatividade, ele ganha um

caráter independente, pois esses campos não são instantâneos; ou seja, se propagam.

Nessa teoria, não podem existir objetos rı́gidos, então as partı́culas elementares são pontos∗.

3.2.2 O quadripotencial de uma part́ıcula carregada

Em um modelo não quântico, podemos descrever completamente a dinâmica de uma partı́cula

carregada sob a ação de um campo eletromagnético através de uma ação que contemple o com-

portamento de uma partı́cula com massa e a interação do campo com uma partı́cula com carga

q. Como estamos em um espaço quadridimensional, os graus de liberdade do campo eletro-

magnético devem ser descritos por um quadrivetorAµ = Aµ(x) = (φ ,cA), o quadripotencial†.

A interação do campo com a partı́cula deve ser proporcional à carga da partı́cula e aos graus de

∗Se aplicarmos uma força em um ponto de um corpo extenso, esse ponto se moverá primeiro que os outros
que pertencem ao corpo, devido à propagação da interação. Haverá movimento relativo entre os pontos do corpo
extenso, impedindo que o mesmo seja um corpo rı́gido. Sendo assim, partı́culas elementares devem ser pontuais.
Caso contrário ela seria um corpo extenso e poderia ser dividida em partes mais elementares.

†O quadripotencial também pode ser expresso comoAµ = (φ ,−A)
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liberdade do campo sobre a trajetória da partı́cula. Essa ac¸ão pode ser descrita por

S[x] =−mc2
∫ b

a
dτ − q

c

∫

γ [x]
ηµν Aµ dxν , (3.20)

onde as constantes relativas à interação campo-partı́cula foram escolhidas por conveniência, e

γ é a curva que representa o caminho percorrido pela partı́cula no quadriespaço.

Colocando a integral da equação (3.20) em termos do tempot, reescrevemos a ação como

S[x] =
∫ t f

t0

(
−mc2γ−1−qφ +qA ·v

)
dt , (3.21)

onde obtemos a lagrangiana

Lp =−mc2γ−1−qφ +qA ·v . (3.22)

O momento conjugado obtido da lagrangiana descrita em (3.22) é

P= ∇vLp =
mV

√

1− v2

c2

+qA . (3.23)

A energia obtida dessa partı́cula é

εp = P ·v−Lp =
mc2

√

1− v2

c2

+eφ . (3.24)

3.2.3 Força de Lorentz

Utilizando o princı́pio de mı́nima ação,

d
dt

(∇vLp) = ∇r Lp ,

na lagrangiana de uma partı́cula carregada definida em (3.22), obtemos as equações de movi-

mento

Ṗ= q

[(

−∇φ − ∂A
∂ t

)

+v× (∇×A)

]

. (3.25)

As quantidades medidas na trajetória de uma partı́cula são a variação do módulo de sua

velocidade e a curvatura de sua trajetória. Essas quantidades são definidas pelos vetores campo

elétrico e campo magnético, funções dos graus de liberdade do campo, dadas por

{

E =−∇φ − ∂A
∂ t

B = ∇×A
. (3.26)
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A definição em (3.26) não é única. De fato, temos uma liberdade em modificar o quadripo-

tencial de tal modo que os vetores elétrico e magnético não mudem: as equações de movimento

permanecem inalteradas.

3.2.4 Invariância de calibre

Ações que diferem por uma constante apresentam as mesma equações de movimento. Re-

almente, seSe S̃= S+Cte são ações que diferem por uma constante, então

δ S̃= δ
(
S+Cte)= δS .

A transformação

Aµ → Ãµ = Aµ +
∂ f
∂xµ , (3.27)

onde f é contı́nua e pode assumir mais de um valor no ponto(x, t), desde que∂ f
∂xi seja única para

o ponto(x, t), não altera as equações de movimento da equação (3.25). De fato, basta observar

que a ação modificada

S̃= S+
∫ b

a

q
c

∂ f
∂xi dxµ = S+

∫

d
(q

c
f
)

= S+Cte , (3.28)

onde foi utilizado como hipótese que a cargaq não depende da trajetória no espaço-tempo; ou

seja, a carga é conservada durante todo o movimento.

Como as ações diferem apenas por uma constante, as equações de movimento não são alte-

radas. Reconhecemos, portanto, que o campo eletromagnético tem 4−1= 3 graus de liberdade.

A mudança do quadripotencial chama-se mudança de calibre, e os novos potenciais dados por

{

Ã = A −∇ f

φ̃ = φ + 1
c

∂ f
∂ t

. (3.29)

3.2.5 O tensor eletromagńetico

Vamos procurar equações de movimento mais gerais que as equações (3.25), que dependem

do tempo do observador. Para tanto, vamos variar a ação∗

S=−mc2
∫ b

a
‖û‖dτ − q

c

∫

γ
Aµ dxµ , (3.30)

∗Devemos sempre ter em mente que ˆu é o vetor tangente unitário à trajetória da partı́cula no espaço-tempo.É
ele que carrega a dependência das variáveis que serão variadas no princı́pio de mı́nima ação: x,y,z e t.
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ondeγ é a trajetória da partı́cula. Variando a equação (3.30), obtemos

δS=−mc2
∫ b

a
δ
√

1
c2ηµν

dxµ

dτ
dxν

dτ
dτ − q

c

∫

γ
δAµ dxµ − q

c

∫

γ
Aµδ dxµ

=−m
∫ b

a

ηµν
dxν

dτ
‖û‖ δ

(
dxµ

dτ

)

dτ − q
c

∫

γ

∂Aν
∂xµ δxµ dxν − q

c

∫

γ
Aµ dδxµ

=−m
∫ b

a

dxµ

dτ
dδxµ

dτ
dτ − q

c

∫ b

a

∂Aν
∂xµ δxµ dxν

dτ
dτ − q

c

∫ b

a
Aµ

dδxµ

dτ
dτ . (3.31)

Aplicando integração por partes no primeiro e no último termo da equação (3.31), obser-

vando queδxµ (a) = δxµ (b) = 0, obtemos que

δS=
∫ b

a

[

m
d
dτ

(
dxµ
dτ

)

− q
c

(
∂Aν
∂xµ − ∂Aµ

∂xν

)
dxν

dτ

]

δxµ dτ , (3.32)

onde usou-se quedAµ
dτ =

∂Aµ
∂xν

dxν

dτ .

A equação de movimento quadridimensional, dada peloLema Fundamental do Ćalculo das

Variaçõessobre a equação (3.32), é

m
d
dτ

(
dxµ

dτ

)

=
q
c

Fµν uν , (3.33)

onde o tensorFµν é oTensor Eletromagńetico, cujas componentes são

Fµν =










0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −cBz −cBy

−Ey cBz 0 −cBz

−Ez −cBz cBx 0










(3.34)

De fato, comi, j,k= {x,y,z}, expandimos o tensor nas componentes do campo elétrico∗

Fit =−Fti =
∂At

∂xi −c
∂Ai

∂ct
=

∂φ
∂xi +

∂Ai

∂ t
=−Ei . (3.35)

∗Recordando queAµ = (φ ,−A).
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Nas componentes do tensor eletromagnético que descrevem o campo magnético

1
2

3

∑
i, j=1

εki j Fi j =
1
2

(
Fi j −Fji

∣
∣
i, j 6=k

εki j = Fi j

∣
∣
i, j 6=k

εki j =

=
c
2

3

∑
i, j=1

εki j

(
∂Ai

∂x j −
∂A j

∂xi

)

=

=
3

∑
i, j=1

cεki j
∂Ai

∂x j =−c[∇×A]k =−cBk . (3.36)

Se analisarmos a ação quadridimensional em (3.30), obtemos a densidade de lagrangeana

Lq =−m
√

uµuµ − q
c

Aµuµ , (3.37)

o qual representa o quadrimomento

Pµ =
∂Lq

∂uµ =−mcuµ − q
c

Aµ . (3.38)

3.2.6 Invariantes

É possı́vel, com o tensor antissimétricoFµν observarmos duas quantidades que não de-

pende do observador. Elas são:

{

Fµν Fµν = 2
(
c2B2−E2

)
,

εµναβ Fµν Fαβ =−4cE ·B ,
(3.39)

o primeiro termo é um escalar, o segundo um pseudo-escalar.

Ambas as quantidades são candidatas á minimação. Contudo, devemos observar que o

εµναβ Fµν Fαβ , assim como todo o pseudo-escalar, não deve participar da ação, que é um esca-

lar. Além do mais,εµναβ Fµν Fαβ pode ser escrito na forma de uma quadridivergência, como

se segue

εµναβ Fµν Fαβ = 4
∂

∂xµ

(

εµναβ Aν
∂Aβ

∂xα

)

, (3.40)

de forma que nenhuma informação nova é somada a equação de movimento.

3.3 Campo Eletromagńetico

Até agora, a ação das partı́culas carregadas nos deu propriedades sobre os campos eletro-

magnéticos que elas estavam inseridas. A relação entre esses vetores de campo e seus graus de
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liberdade é dada pela equação (3.26). Aplicando o rotacional no campo elétrico, obtemos que

∇×E =− ∂
∂ t

(∇×A)−∇×∇φ =−∂B
∂ t

∴ ∇×E+
∂B
∂ t

= 0 . (3.41)

Aplicando o divergente no campo magnético, obtemos

∇ ·B = ∇ · (∇×A) = 0 . (3.42)

Essas são as equações homogêneas do eletromagnetismo. Elas representam duas das quatro

equações de Maxwell. Elas podem ser escritas com ajuda do tensor eletromagnético através da

equação
∂

∂xα

(

εβαµν Fµν

)

= 0 . (3.43)

De fato, se observarmos as componentes da divergência, obtemos

∂
∂xα

(

εµανβ Fνβ

)

= εµα0i ∂F0i

∂xα + εµα i0∂Fi0

∂xα + εµα i j
∂Fi j

∂xα

= εµα0i ∂Ei

∂xα − εµα i0εk
i j

∂Bk

∂xα , (3.44)

onde os ı́ndices latinos vão de 1 a 3, e os gregos de 0 a 3.

Vamos analisar a equação (3.44) para cada componente. Para tanto, devemos expandir o

fator ε0α i j εk
i j

i j ε0α i j εk
i j α

12 1 ·1 3
23 1 ·1 1
31 1 ·1 2
13 (−1) · (−1) 2
32 (−1) · (−1) 1
21 (−1) · (−1) 3

Tabela 3.1: Componentes não nulas deε0α i j εk
i j

A componenteµ = 0 nos dá a equação

∂
∂xα

(

ε0ανβ Fνβ

)

=−cε0α i j εk
i j

∂Bk

∂xα = 0

= c−2∇ ·B = 0 , (3.45)

a qual representa a segunda equação homogênea de Maxwell.
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A componenteµ 6= 0⇒ µ = l resulta em

∂
∂xα

(

ε lανβ Fνβ

)

= ε lα0i ∂Ei

∂xα −cε lα i0εk
i j

∂Bk

∂xα = 0

= 2[∇×E]l +cε0li0εk
i j

∂Bk

∂x0

= 2

[

∇×E+
∂B
∂ t

]

, (3.46)

que representa a primeira equação homogênea de Maxwell.

A ação geral de um sistema eletromagnético deve conter termos das partes

A = Ac+Acp+Ap , (3.47)

ondeAp é a ação da partı́cula dada por

Ap = ∑
i
−mic

2
∫ b

a
dτ , (3.48)

onde o somatório é feito sobre todas as partı́culas, e a integral sobre o caminho da partı́cula no

espaço-tempo.Acp é a ação de interação das partı́culas com o campo eletromagnético, dada por

Acp = ∑
i
−q

c

∫

γi

Aµ dxµ = ∑
i
−q

c

∫

γi

Aµuµ dτ . (3.49)

As açõesAp e Acp dizem respeito à trajetória da partı́cula no espaço-tempo. A açãoAc

se refere ao campo, não dependendo de uma trajetória em especı́fico, mas de todos os seus

graus de liberdade em todo o volume do quadriespaço. Essa ação se faz necessário para retirar

a ambiguidade que existe entre os campo elétrico e magnético se considerássemos somente as

equações homogêneas:E, B eE+ 1
c

∂Y
∂ t ,B+∇×Y são soluções das mesmas equações diferen-

ciais homogêneas. Essas soluções, contudo, tem uma realidade fı́sica diferente. Essas soluções

dizem, por exemplo, que existe e ao mesmo tempo não existe trabalho sendo executado sobre a

partı́cula no mesmo referencial (Y =−Ect).

A açãoAc deve conter campos escalares com derivadas até a primeira ordem dos graus

de liberdade∗ dos campos elétrico e magnético,Aµ . Pela observação, constata-se que campos

eletromagnéticos seguem o princı́pio da superposição; o que implica em equações lineares di-

ferenciais. Essas equações podem ser obtidas com termos quadrados das derivadas primeiras

dos graus de liberdade. Os escalares que atendem a essas exigências são os invariantesFµνFµν

e εαβ µνFαβ Fµν . Já mencionamos que esse segundo pode ser escrito como uma quadridi-

∗Se houvesse derivadas de segunda ordem dos graus de liberdade na ação, perderı́amos a propriedade de
superposição das ondas.
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vergência, não acrescentando informações ao sistema∗. Portanto, ao que representa os campos

é dada por

Ac =Cte
∫

tudo
FµνFµν dV . (3.50)

Observamos queFµνFµν = 2
(
c2B2−E2

)
. O E2 contém termos proporcionais a

(
∂A
∂ t

)2
,

que devem ser positivos na lagrangiana. Caso contrário variações cada vez maiores deA mini-

mizariam mais aindaAc. Assim, no sistema gaussiano de medida, a ação final toma a forma†

A =−∑
i

∫ b

a

(

mi +
q
c

Aµuµ
)

dτ − ε0

4c

∫

tudo
FµνFµν dV . (3.51)

A equação (3.51) demonstra que há uma dependência deAµ e a velocidade e posição das

cargas.

3.3.1 Fontes

As cargas nem sempre são tratadas como pontos discretos. Elas também podem ser descri-

tas por uma densidade de cargaρ = ρ(r), que retomam o caso discreto com

ρDis = ∑
i

qiδ (r − r i) . (3.52)

A carga total não depende do sistema de referência‡, apesar da densidade depender. Por-

tanto, dq= ρ dV é invariante. Com isso, obtemos a relação§

dq= ρ dV =
∂ρ
∂xµ dV dxµ =

[
∂ (ρvµ)

∂xµ −ρ
∂vµ

∂xµ

]

dV dt =
∂ρvµ

∂xµ dV dt , (3.53)

ondevµ = dxµ

dt = (c,v) ecdV dt é o quadrivolume infinitesimal.

Vamos definir a quantidadejµ = ρuµ como quadricorrente

jµ = γ (cρ , j) . (3.54)

∗A integral de uma quadridivergência sobre um volume é, pelo teorema de Stokes, a integral sobre a borda do
volume:

∫

Ω

∂ f i

∂xi dV =

∫

∂Ω
f ini dA ,

ondeni é a normal sobre a hipersuperfı́cie quadridimensional. No princı́pio variacional, a variação sobre as bordas
é nula, de forma que a variação da integral acima também é nula.

†No sistema internacional de unidades.
‡Como tı́nhamos proposto antes quando mostramos a invariância de calibre.
§As velocidades não dependem das posições das partı́culas, portanto,∂vµ

∂xµ = 0.
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Analisando,
∫

ρ dV =
1
c

∫

j0dV =
1
c

∫

j0dS0 , (3.55)

onde dSµ é o elemento de área perpendicular à coordenadaxµ .

Podemos descrever ação da interação campo-partı́cula com a quadricorrente, passando de

uma distribuição discretas de cargas para uma distribuição contı́nua da forma

Ãcp =−∑ q
c

∫

Aµ dxµ → Acp =−1
c

∫

ρAµ dxµ dV =− 1
c2

∫

jµAµ d4V , (3.56)

onde d4V é o elemento do volume do quadriespaço.

Dessa maneira, obtemos a ação geral para ação do eletromagnetismo:

A =−∑
∫

mc2dτ +
∫ (

− ε0

4c
Fµν Fµν − Aµ jµ

c2

)

d4V . (3.57)

3.3.2 A equaç̃ao da continuidade

A taxa de variação com que muda a quantidade de carga no interior de um volume é dada

pela derivada
∂
∂ t

∫

Ω
ρ dV . (3.58)

Essa mesma quantidade é definida pela quantidade de portadores de carga que atravessam

a superfı́cie do volume. O fluxo de portadores em uma superfı́cie fechada é determinado pela

integral de superfı́cie

−
∮

∂Ω
ρv · dS , (3.59)

onde o sinal negativo representa que partı́culas que saem da superfı́cie,v paralelo a dS, repre-

sentam uma queda no número de partı́culas no interior do volume.

Da igualdade das equações (3.58) e (3.59), é formulada aequaç̃ao da continuidade

∂
∂ t

∫

Ω
ρ dV =−

∮

∂Ω
ρv · dS=−

∮

∂Ω
j · dS . (3.60)

A equação (3.60) pode ser descrita na forma diferencial através doTeorema de Gauss

∂
∂ t

∫

Ω
ρ dV =−

∮

∂Ω
j · dS=−

∫

Ω
∇ · j dV

∴ ∇ · j + ∂ρ
∂ t

= 0 , (3.61)
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Fluxo positivo

Fluxo negativo

dS

Figura 3.1: A variação de carga em um determinado volume é igual ao fluxo carga através da
superfı́cie do volume.

cuja forma quadridimensional é dada por

∂ jµ

∂xµ = 0 . (3.62)

A transformação de calibre está relacionada com a conservação da carga. A transformação

de calibreAµ → Ãµ = µ − ∂ f
∂xµ não alterará as equações de movimento se a variação integral

apresentada ao substituir-seAµ por Ãµ na equação (3.57) for nula. Ou seja,

δ
∫

jµ ∂ f
∂xµ d4V = 0 . (3.63)

A equação (3.63) é sempre verdadeira no eletromagnetismo, pois pela equação (3.62), a

equação (3.63) é uma integral sobre um quadridivergente, gerando somente termos de borda

cuja variação é nula.

No caso de uma carga pontual, cuja densidade é dada porρ = qδ (r − r̃ ), a corrente é

determinada por

j = q
∂ r̃
∂ t

δ (r − r̃ ) , (3.64)
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onde∂ r̃
∂ t é a velocidadev da partı́cula. Neste caso, a equação da continuidade também é atendida

∂ρ
∂ t

= ∇r̃ ρ · ∂ r̃
∂ t

=−∇r ρ ·v =−∇ · (ρv) . (3.65)

3.3.3 O segundo par de equaç̃oes de Maxwell

As equações de campo são encontradas variando-se os graus de liberdade do campo: o

quadripotencial. Da equação (3.57), a densidade de lagrangiana que descrevo o campo eletro-

magnético é

Le=− ε0

4c
Fµν Fµν − Aµ jµ

c2 . (3.66)

As equações de movimento determinadas pela equação (3.66) são dadas pela equação de

Euler-Lagrange (2.34)

∂µ

[

∂Le

∂
(
∂µAα

)

]

− ∂Le

∂Aα
= 0 , (3.67)

As derivadas contidas na equação (3.67) são

∂Le

∂
(
∂µAα

) =− ε0

2c
Fβθ

∂Fβθ

∂
(
∂µAα

)

=
ε0

2c
Fβθ ∂

∂
(
∂µAα

)
(
∂θ Aβ −∂β Aθ

)

=
ε0

c
Fαµ , (3.68)

e
∂Le

∂Aα
=− 1

c2 jα . (3.69)

A partir das equações (3.68) e (3.69), a equação de movimento (3.67) se torna

Fαµ

∂xµ =− 1
ε0c

jµ . (3.70)

As equações (3.70) representam as equações não homogenias de Maxwell. Sua componente

espacial,µ = i = {1,2,3} representa a equação

∂F i j

∂x j +
1
c

F i0

∂ t
=− 1

ε0c
j i

=−cε i j
k0

∂Bk

∂x j +
1
c

∂Ei

∂ t

∴ ∇×B =
1

ε0c2 j +
1
c2

∂E
∂ t

. (3.71)
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A componente temporal da equação (3.70),µ = 0, representa a equação

F0 j

∂x j =− 1
ε0c

j0

=−∂E j

∂x j =
1
ε0

ρ

∴ ∇ ·E =
1
ε0

ρ . (3.72)

As equações (3.41), (3.42), (3.71) e (3.72) são as equações de Maxwell para cargas elétricas

e correntes elétricas no vácuo. Essas equações determinam completamente o campo eletro-

magnético e são as equações fundamentais da eletrodinâmica.



48

4 O Monopolo Magńetico

Neste capı́tulo são apresentados algumas propriedades dos monopolos magnéticos.
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Até o presente dia, não foram encontrados monopolos magnéticos. Mas, devido ao trata-

mento Dirac[Dirac 1931] de monopolos, eles não são descartados.

Podemos tratar monopolos magnéticos como sendo cargas magnéticas pontuais assim como

cargas elétricas, e desenvolver a teoria não relativı́stica da interação entre cargas magnéticas e

elétricas em um espalhamento. Isso foi feito por H. Poincaré em 1896. Nesse trabalho, ele

discutia a dinâmica de um feixe de elétrons defletido por um magneto muito fino e muito longo,

de forma que o campo magnético gerado por uma de suas pontas simulava uma carga magnética

pontual.

Neste trabalho, trataremos da interação do campo gerado por uma carga magnética fixa

bem como sua interação com uma partı́cula com carga elétrica. O campo gerado por uma carga

magnética pontualg deve ser similar ao gerado por uma carga magnética, ou seja,

B = g
r
r3 , (4.1)

de tal forma que

∇ ·B = 4πgδ (r) . (4.2)

4.1 Colis̃ao de uma carga eĺetrica com um monopolo magńetico

Uma partı́cula de carga elétricaq é espalhada pelo campo do monopolo magnético locali-

zado na origem. A sua equação de movimento é dada por

mr̈ = q(ṙ ×B) =
qg
r3 (ṙ × r) . (4.3)

Podemos encontrar grandezas conservadas aplicando o produto escalar da equação (4.3)

comr e ṙ . Fazendo o produto escalar comṙ , obtemos

mṙ · r̈ = 1
2

d
(
mṙ2
)

dt
=

qg
r3 ṙ · (ṙ × r) = 0 , (4.4)

onde notamos que a energia cinética é conservada, consequentemente, o módulo da velocidade

‖ṙ‖= ṙ também será constante no tempo.

Aplicando o produto escalar da equação (4.3) comr , obtemos

mr · ṙ = 1
2

d2r2

dt2 − ṙ2 =
qg
r3 r · (ṙ × r) = 0 . (4.5)
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Integrando a equação∗ (4.5)

1
2

d2r2

dt2 − ṙ2 = 0

⇒
∫ t

0

d
dt̃

(
dr2

dt̃

)

dt̃ =
dr2

dt
− dr2

dt
|t=0 = 2ṙ2t =

=
dr2

dt
−2r · ṙ |t=0 . (4.6)

Escolhemost = 0 no ponto em que ambas as partı́culas estão mais próximas. Nesse tempo

r(t = 0) = b, ondeb, o menor distância entre as partı́culas, é chamado de parâmetro de impacto.

Nesse ponto, a partı́cula eletricamente carregada que se aproximava começa a se distanciar,

portanto, o produto escalarr · ṙ = 0 na menor distância entre as partı́culas, ou seja, emt = 0.

Dessa forma, a equação (4.6) toma a forma

dr2

dt
= 2ṙ2t

⇒ r2− r2|t=0 = r2−b2 = ṙ2t2

∴ r =
√

ṙ2t2+b2 . (4.7)

A equação (4.7) é a equação da componente radial da trajetória da partı́cula com carga

elétrica. Dela vemos que a órbita não é fechada: ela vem do infinito,t =−∞, até uma distância

mı́nimab e volta para o infinito,t = ∞.

O módulo do momento angular

L̃ = r ×mṙ (4.8)

é conservado, porém, sua direção não é. De fato, a evolução temporal deL̃ é

dL̃
dt

=
dr ×mṙ

dt
=

qg
mr3

(
L̃ × r

)
= qg

dr̂
dt

, (4.9)

onde ˆr é o vetor unitário na direção e sentido der . Se aplicarmos o produto escalar de (4.9)

com 1
2L̃ , obteremos

1
2

L̃ · dL̃
dt

=
d‖L̃‖2

dt
=

qg
mr3

(
L̃ × r

)
· L̃ = 0 , (4.10)

onde, analisando o momento angular no ponto onde a partı́cula elétrica está mais próxima do

monopolo magnético, o módulo conservado é dado por‖L̃‖= mvb.

Mostramos na equação (4.9) que a direção do momento angular não é conservado. Contudo,

∗o módulo da velocidade, ˙r sem negrito, é conservado; a velocidadeṙ , em negrito, não.
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podemos definir um momento angular generalizado

L = L̃ −qgr̂ , (4.11)

que é conservado, subtraindo os dois lados da equação (4.9) a quantidadeqgdr̂
dt .

O ângulo entre o momento angular generalizado e a direção da partı́cula é constante,L ·
r̂ = qg, o que implica que o movimento fica retido em um cone de abertura angular 2θ =

arctan
(

mvb
qg

)

.

g

q
v

2θ

Figura 4.1: Trajetória da partı́cula elétrica na colisão.

4.2 Transformação dual

Se realmente existem cargas e correntes magnéticas, então as equações de Maxwell estão

incompletas. Elas seriam

∇ ·E = ρ
ε0

; ∇×B = 1
c2

∂E
∂ t +µ0Je ;

∇ ·B = ρm ; −∇×E = ∂B
∂ t +Jm ,

(4.12)

ondeJm eρm são a corrente e densidade de carga magnética, respectivamente. Para as equações

(4.12) foi suposto queJm e ρm atendem a equação da continuidade:

∂
∂ t

∫

Ω
ρmdV +

∮

∂Ω
Jm · dA = 0 . (4.13)
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As equações (4.12) podem ser obtidas a partir das equações comuns de Maxwell com a

transformação dual

E = Ẽcos(ξ )+cB̃sin(ξ ) ; cB =−Ẽsinξ + B̃cos(ξ ) , (4.14)

ondeξ é um pseudo-escalar∗. A transformação também pode ser expressa da forma

E+ iB = e−iξ (Ẽ+ iB̃
)

. (4.15)

Algumas quantidades são invariantes a essas transformações, tais como

E×B = Ẽ× B̃
(
cos2(ξ )+sin2(ξ )

)
= Ẽ× B̃ ; (4.16)

E2+c2B2 =
∣
∣
∣eiξ (Ẽ+ iB̃

)
∣
∣
∣

2
= Ẽ2+c2B̃2 ; (4.17)

Ti j = ε0

[

EiE j +c2BiB j −δi j
1
2

(
E2+c2B2)

]

= ε0

[

ẼiẼ j +c2B̃iB̃ j −δi j
1
2

(
Ẽ2+c2B̃2)

]

(4.18)

Se completarmos a transformação com a transformação dual das cargas e correntes da forma

ρe+ i
√

ε0
µ0

ρm = e−iξ
(

ρ̃e+ i
√

ε0
µ0

ρ̃m

)

Je+ i
√

ε0
µ0

Jm = e−iξ
(

J̃e+ i
√

ε0
µ0

J̃m

) , (4.19)

obteremos novamente as equações de Maxwell da forma (4.12). Portanto, as transformações

(4.15) e (4.19) não alteram a dinâmica das partı́culas. Então, podemos obter as equações de

Maxwell da forma (4.12), e portanto divergentes do campo magnético não nulos, para o elec-

tromagnetismo mesmo sem nenhum acréscimo à teoria. Contudo, a razão de todas as cargas e

correntes elétricas pelas magnéticas devem ser uma constante para todas as partı́culas. Isso re-

presenta que apesar do divergente deB ser diferente de zero não temos um monopolo magnético

real. Um monopolo real existe quando não é possı́vel fazer uma transformação dual de forma a

retirarmos a carga magnética.

Devemos notar que

• ρm é um pseudo escalar ı́mpar sobre reversão temporal;

• Jm é um vetor par sobre reversão temporal.

Dessa forma, se existirem partı́culas com cargas elétricas e magnéticas, a reversão temporal

e a inversão espacial não seriam mais simetrias fı́sicas.
∗Observamos quecos(ξ ) é um escalar, visto que é composto por potências pares deξ . Analogamente con-

cluı́mos que sin(ξ ) é um pseudo-escalar.
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4.3 Quantizaç̃ao semi-cĺassica

Dirac mostrou que se os monopolos existirem, então a carga elétrica e magnética são quan-

tizadas da forma
eg
h̄

=
n
2

; n∈ Z , (4.20)

ou seja, bastaria existir um monopolo para que a carga elétrica fosse quantizada.

Quantização semi cĺassica

Uma partı́cula de cargaq e massam colide com um monopolo com um parâmetro de im-

pactob muito grande. Inicialmente a partı́cula tem velocidadev = vẑ, e o vetor posição em

relação ao monopolo e o vetor de velocidade da partı́cula estão contidos no plano xz.

vt
x

z

b

√ b
2 +

v2
t2

m,q

v

g

Figura 4.2: Colisão de uma partı́cula elétrica e magnética com parâmetro de impactob≫ vt.

O campo magnético gerado éB= gr
r3 . De tão longe do monopolo, a partı́cula não é defletida,

mas é impulsionada na direçãoy pela força, de acordo com (4.3),

Fy = qvBx = qvg
x
r3 = qvg

cos(θ)
r2 = qvg

b
(b2+v2t2)3/2

. (4.21)
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O impulso total dado pela partı́cula é dado por

∆Py = qvgb

∞∫

−∞

1
(b2+v2t2)3/2

dt =
qg

2πb
. (4.22)

O momento angular varia∗ através da adição de impulso. A adição de momento angular

não depende do parâmetro de impacto nem da velocidade inicial da partı́cula. De fato, usando

(4.22)

∆Lz = b∆Py = 2qg . (4.23)

Da mecânica quântica sabemos que a variação do momento angular não pode ser qualquer,

mas deve ser um múltiplo inteiro dēh. Assim, da equação (4.23) obtemos a quantização

∆Lz = nh̄= 2eg

∴

eg
h̄

=
n
2

n∈ Z .

Podemos reobter a equação (4.23) a partir da variação do momento angular definido em

(4.8), notando que o momento angular generalizado definido na equação (4.11) se conserva, e

que comob é muito grande, ˆr (t =−∞) =−r̂ (t =−+∞). Dessa forma

∆L = 0= ∆L̃ −2egr̂ (t =−∞)

∴ ∆L̃ = 2egr̂ (t =−∞)

4.4 Vetor Potencial de um Campo de Monopolo Magńetico

Na existência de um monopolo magnético, analogamente como um campo elétrico na

presença de um monopolo elétrico, o divergente do campo magnético não é nulo, mas dado

por (4.2). Contudo, na seção 3.2.3 mostramos que o campo magnético é um rotacional do

potencial vetorA, e seria esperado que o gradiente do campo magnético fosse sempre nulo:

∇ · (∇×A)(r) = 0 , (4.24)

para todor ondeA exista.

Então, se quisermos que o campo magnético tenha um divergente não nulo

B = ∇×A = g
r
r3 , (4.25)

∗Apesar do módulo permanecer constante, como vimos na equação (4.10).
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devemos escolher um potencial vetor com uma singularidade, de tal forma a não atender a

equação (4.24). Uma boa escolha é

A (r) = Θ(θ)∇φ , (4.26)

ondeθ é o ângulo polar eφ é o ângulo azimutal. O campo magnético dado pelo potencial vetor

dado em (4.26) é∗

B = ∇× [Θ(θ)∇φ ] = ∇Θ×∇φ +Θ∇× (∇φ)

∴ B =
dΘ
dθ

r
sin(θ)r3 . (4.27)

Para que o campo magnético na equação (4.27) seja igual ao campo que procuramos (4.25)

devemos impor que

Θ(θ) =−g(α +cos(θ)) , (4.28)

ondeα é uma constante arbitrária.

Assim, obtemos um potencial vetor da forma

A =−g(α +cos(θ))
r sin(θ)

φ̂ , (4.29)

que atende a equação (4.25). Vale notar que o potencial vetor definido em (4.29) tem uma

singularidade na direçãoz. Podemos atenuá-la à metade do eixo, escolhendoα = 1 ouα =−1.

Essas escolhas retiram a sigularidades emθ = 0 eθ = π , respectivamente. Escolhemos daqui

para frenteα = 1, o que implica

lim
θ→π

=−gφ̂
r

lim
θ→π

1+cos(θ)
sin(θ)

= 0 ,

entretanto, analisando o limite na direção oposta em relação ao eixo vemos que ele diverge†:

lim
θ→0

A =−gφ̂
r

lim
θ→0

1+cos(θ)
sin(θ)

=−∞ .

Podemos escrever a equação (4.29) de forma covariante‡ e quer · ẑ= r cos(θ):

A (r) =
g
r

r × ẑ
r − r · ẑ . (4.30)

O potencial representado na equação (4.30) é conhecido como oPotencial de Dirac.

∗Devemos observar que∇θ = θ̂
r , ∇φ = φ̂

r sin(θ) e queθ̂ × φ̂ = r̂
†A coordenadaθ ∈ [0,π ].
‡Sabendo quêφ =− [r×ẑ]

r sin(θ) , ondeẑ é o vetor unitário a direção positiva do eixoz.
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A singularidade do Potencial de Dirac

O potencial vetor de Dirac pode ser expresso da forma

A (r) =−g(1+cos(θ))∇φ =−g(1+cos(θ))
(

i
e

)

U−1∇U , (4.31)

ondeU = e−iegφ . Então, o potencial vetor de Dirac é uma transformação de calibre pesada

por um fator angular. Até agora não conhecemos o comportamento do campo magnético na

singularidade. Não sabemos aferir com certeza, por exemplo, qual seria o fluxo do campo

magnético em uma superfı́cie fechada contendo o monopolo. De fato, o campo magnético

obtido pelo potencial vetor de Dirac é dado por

B(r) =
gr
r3 ; r 6= zẑ ∀z> 0 , (4.32)

onde podemos aferir o divergente do campo magnético em todo o espaço, exceto uma semi reta.

Podemos encontrar o valor do campo no eixo z através da definição do rotacional nessa

direção:

(∇×A) · ẑ= lim
S→0

1
S

∮

σ
A · dl , (4.33)

onde dl é perpendicular ao eixo z, eSé a área da superfı́cie limitada pela curva fechadaσ , cujo

espaço tangente é perpendicular ao vetor ˆz.

O rotacional do potencial vetor de Dirac no eixo z está, por simetria, também sobre esse

eixo. De modo que a equação (4.33) define totalmente o rotacional nesse eixo.

Para encontrarmos o comportamento da componente singular, podemos procurar o fluxo

através da superfı́cieSque determina o rotacional. O rotacional pode ser encontrado integrando-

se sobre a borda de um cı́rculo de raio infinitesimalε perpendicular a ˆzcentrado no eixo z. Esse

fluxo infinitesimal só engloba o campo magnético singular, dando

B ·S= lim
ε→0

πε2

πε2

∮

σ
A · dl

= lim
ε→0

∫ 2π

0

[

−g(1+cos(θ0))

r sin(θ0)
φ̂
]

·
[
ε dφφ̂

]

=−2πg lim
ε→0

ε2(r +z)
r (r2−z2)

, (4.34)

ondeS é o vetor de área infinitesimal, eθ0 é o ângulo polar, fixo durante toda a integração, que

possui as relações:

cos(θ0) =
z
r ; sin(θ0) =

ε
r = r2−z2

rε .
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Ao aplicarmos o limite da equação (4.34) paraz< 0, o fatorr2−z2 não diverge, de forma

que o fluxo pela superfı́cie infinitesimal é zero. O que era esperado, pois comz< 0 o campo

magnético é bem comportado. Contudo, ao aplicarmos o mesmo limite paraz> 0, a diferença

r2−z2 = ε2 e obtemos um fator finito:

BSING ·S=−2πg lim
ε→0

ε2(r +z)
rε2 =−2πg lim

ε→0

(

1+
z
r

)

=−4πg . (4.35)

O fluxo da área tendendo a zero, mas nunca zero, é nulo paraz< 0, porém, tende a um

valor finito paraz> 0. Esse comportamento pode ser descrito por uma singularidade tipo delta

de Dirac:

BSING =−4πgd(z)δ (r/sin(θ))ẑ . (4.36)

Com o campo singular, podemos definir completamente o campo magnético dado pelo

potencial vetor de Dirac:

B =
gr
r3 −4πgd(z)δ (r/sin(θ))ẑ , (4.37)

onde (.z) é a função degrau. O campo magnético em (4.37) possui fluxo nulo através de uma

superfı́cie fechada contendo o monopolo. Diferente do que querı́amos.

O comportamento dado em (4.37) pode ser desenvolvido por um solenoide semi-infinito, e

de raio muito pequeno: fora do solenoide o campo desenvolvido é radial à sua ponta. Dentro,

existe um singular ao longo do solenoide que compensa o fluxo da componente radial.

Nesse paralelo, ainda podemos expressar o potencial vetor como sendo resultado de uma

série de dipolos de magnetização infinitesimal dm = g
µ0

dl em uma linha semi-infinita. A

contribuição individual de cada dipolo será

dA (r) =−µ0 dm×∇
(

1
‖r − r̃‖

)

. (4.38)

O potencial vetor total é, então

A (r) =−g
∫

γ
d̃l×∇

(
1

‖r − r̃‖

)

, (4.39)

ondeγ é a curva que passa por todo solenoide.

4.4.1 Transformaç̃ao da direç̃ao da singularidade

O potencial de Dirac nos trouxe um inconveniente: somado ao potencial radial esperado,

obtemos um potencial singular. Para driblarmos esse problema, temos que encontrar condições
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tais que o campo magnético resultante não dependa da posição da semirreta singular. Somente

dessa forma teremos cargas magnéticas reais, pois a corda deixará de ser um ente observável,

portanto, não fı́sico.

Recordemos que os campos eletromagnéticos são invariantes sobre transformação de cali-

bre do tipo

A → Ã = A +∇λ (r) , (4.40)

ondeA e Ã representam o mesmo campo magnético. A funçãoλ (r) que fará a transformação

pode ter mais de um valor para uma mesma posição como, por exemplo,φ(r) que para um

mesmor possui valores 0 e 2π .

Contudo, a transformação de calibre não pode ser ambı́gua, de forma que∇λ precisa asso-

ciar apenas um valor a cadar . Isso acontece comφ cujo gradiente

∇φ =
φ̂

r sin(θ)

não tem ambiguidade. Porém, essa função deve ser singular na linha que une as regiões

ambı́guas∗. Esse tipo de função multivalor é responsável por adicionar singularidades nos po-

tenciais vetores e campos magnéticos transformados. Essa modificação pode ser observada na

variação do fluxo entre o campo magnético original,B, e o transformado,̃B:

∆Φ =
∫

Ω
dS·

(
B̃−B

)
=
∫

Ω
dS·∇× (∇λ ) =

∮

∂Ω
dl ·∇λ . (4.41)

Assim, o fluxo é constante seλ representar apenas um valor único ao longo de∂Ω. Por

exemplo, a transformação dada porλ = 2gφ do potencial vetor de Dirac (4.29), obtemos a

transformação do sentido da singularidade, da forma

Ã =−g(1+cos(θ))
r sin(θ)

φ̂ +
2g

r sin(θ)
φ̂ =−cos(θ)−1

r sin(θ)
φ̂ . (4.42)

Nesse caso, a singularidade sofreu uma rotação polar deπ . Pela equação (4.41), foi adici-

onado 4φg= λ (2π)−λ (0) ao fluxo de todas as superfı́cies que são perfuradas pelo eixoz. A

posição do fio é mudada pela transformação de calibre (4.40), então o campo magnético do fio

não é fı́sico.

Uma transformação mais geral que leve um fio da direção ˆn para a direçãõ̂n da forma

An̂ → A ˆ̃n = An̂+∇λn̂, ˆ̃n . (4.43)

∗Ela deve ser singular, pois não é contı́nua nessa intercessão.
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Consideremos uma superfı́cieσ feita pelos fios e fechado no infinito.

A diferença entre os potenciais vetores é dada por, utilizando (4.39),

A ˆ̃n−An̂ = ∇r̃ λn̂, ˆ̃n =

=−g
∫

l1
∇r̃

(
1

r − r̃

)

× d̃l+g
∫

l2
∇r̃

(
1

r − r̃

)

× d̃l−g
∫

l3
∇r̃

(
1

r − r̃

)

× d̃l

∴ ∇r̃ λn̂, ˆ̃n =−g
∮

∇r̃

(
1

r − r̃

)

× d̃l . (4.44)

Analisando a equação (4.44) componente a componente, com ˆxi = x̂, ŷ, ẑ:

∇r̃ λn̂, ˆ̃n · x̂i =−g
∮

x̂i ·
[

∇r̃

(
1

r − r̃

)

× d̃l
]

= g
∮

d̃l ·
[

∇r̃

(
1

r − r̃

)

× x̂i

]

= g
∫

σ
dŜ·

{

∇r̃ ×
[

∇r̃

(
1

r − r̃

)

× x̂i

]}

= g
∫

σ
dÃ ·

[

(x̂i ·∇r̃ )∇r̃

(
1

r − r̃

)]

= g
∫

σ
dÃ · ∂

∂ x̃i

[

∇r̃

(
1

r − r̃

)]

= g
∂

∂xi

∫

σ

dÃ · (r − r̃)

(r − r̃ )3
= g

∂
∂xi

∫

σ

dΩ(r − r̃ )3

(r − r̃ )3

⇒ ∇r̃ λn̂, ˆ̃n · x̂i = g
∂

∂xi
Ω

∴ ∇r̃ λn̂, ˆ̃n(r) = g∇Ωn̂, ˆ̃n(r) , (4.45)

ondeΩ é o ângulo sólido entre(r), ˆ̃n e n̂.

A presença de monopolos reais exige uma mudança nas transformações de simetria. Como

mencionado na seção 4.2. Por exemplo, a paridade não é mais uma simetria, pois a paridade do

potencial vetor de Dirac não nos leva a uma simetria:

P : A (r) = A (−r) =− g[r × n̂]
r (r + r · n̂) 6=±A (r) . (4.46)

Contudo, podemos definir uma nova transformação de paridade que prevê o monopolo:

P : A(r) = P : A (r)+2g∇φ = A(r) . (4.47)
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5 Conclus̃ao

Neste capı́tulo são apresentadas conclusões e metas futuras.
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5.1 Conclus̃ao

A Teoria Clássica de Campo e monopolo magnético são temas que tocam em pontos indis-

cutı́veis da graduação: o divergente nulo do campo magnético e o argumento de que algumas

equações fı́sica não podem ser deduzidas por primeiros princı́pios. Esses tópicos desmistifi-

cam a ideia da fı́sica baseada somente em postulados experimentais e demonstram a capacidade

conclusiva da teoria sobre hipóteses de fatos observados.

A Teoria Clássica de Campo consegue descrever de forma totalmente teórica as proprieda-

des experimentais do eletromagnetismo de Maxwell, teoria formulada inicialmente pela prática,

apenas utilizando o fato dela ser uma teoria de campo relativı́stica vetorial tridimensional que

segue o princı́pio da superposição e que possui uma carga elétrica que se conserva.

O monopolo magnético quebra o paradigma de um mundo perfeito e sem singularidades,

mostrando caracterı́sticas interessantes as quais não foram comprovadas experimentalmente,

mas que também não podem ser excluı́das.

Os temas abordados neste monografia estão limitados a dimensões macroscópicas, onde

os efeitos quânticos não influenciam os campos.É na Teoria Quântica de Campo que esses

efeitos microscópicos são considerados. Nela, o monopolo é descrito de diversas formas, sem

se restringir à corda de Dirac, e desenvolve conclusões que ultrapassam a quantização da carga

elétrica.

Um trabalho mais completo deveria explorar espaços curvos, conter outros exemplos de

aplicações da teoria como a Relatividade Geral, tratar do panorama atual da busca por mono-

polos e sua utilidade, desenvolver a colisão de cargas elétricas e magnéticas no formalismo do

cálculo variacional e introduzir a passagem do clássico para o quântico.

Uma parte do que foi apontado no parágrafo anterior estava em andamento, contudo, devido

ao tempo curto do curso de monografia não foram concluı́dos no prazo. Um exemplo foi um

capı́tulo sobre análogos ótico-mecânicos, o qual introduzia o conceito de curvatura, que foi

excluı́do da monografia.

A Teoria Clássica de Campo e o monopolo magnético são temas que todo fı́sico teórico de-

veria estudar em algum momento, pois juntos eles mostram o poder de uma teoria de descrever

os fenômenos fı́sicos, e as causas não intuitivas que são consequências dessa teoria.
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